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CAC NHOM NGUON ¢ CUA LOP DONG CHAT
Ty(n,n(n—1)/2) VOT By(G) = pr(r+1)/2=1 55 9

NGUYEN NGOC CHAU

Abstract. In this paper we determine and classify the stem groups G of pn(nt+1)/2-1
elements of order less than or equal to p, where G belongs to the isoclinic class of p-groups G

such that G/Z (G) = Zp and [G,G| = Z;(n—l)/z, p> 2.

1. MO PAU VA KET QUA CHINH

Dé phan loai cdc nhém, P. Hall [2] da dwa ra mét quan diém nhw sau: Truée
hét hay phan cdc nhém thanh tirng 16p dong chat (isoclinic) sau dé trong mdi lép
dong chit phan loai nhém theo quan hé ding cdu. Ciing trong [2], P. Hall da ching
minh réng trong mdi 16p dong chit tn tai nhitng nhém G sao cho Z(G) c @, qG).
Céc nhém théa man tinh chit ndy cé cdp thdp nhit trong lép va dwoc goi 13
nhém nguoén (stem group) cta 16p chiva né.

Giad st p 1a mét s nguyén t3, Z, = Z/pZ 13 nhém cyclic gdbm p phan
td. Gid st G la mét nhém sao cho G/Z(G) = Zy, n > 2, khi d6 [G,G] = 2
1 <t <n(n-1)/2. Trong (3] da chirng minh réng véi m&i s6 tw nhién n > 2, cic
nhém G véi G/Z(G) = Zp va [G,G] = Z;(n_l)/z déu thude cling mot 16p dong
chit, k¢ hiéu 16p nay 1a Tp(n, n(n —1)/2). Ky hiéu E:(G) 1a s6 phan t& c6 cdp
< p’ cda nhém G, trong [4] da chérng minh dwoc ring:

i) Néu G & mét nhém ngudn cta 16p Tp(n,n(n — 1)/2), khi dé ton tai sé
nguyén h, 0 < h < n, dé

(h=1)p™(r=1)/2; néu 'p'=2)
Py néu p> 2.

E\(G) = {
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ii) Ton tai duy nhét (sai khdc mot ding cdu) mét nhém ngudn G trong 16p
T,(n,n(n — 1)/2) sao cho E;(G) tmg véi h =n.

Muc dich cda bai nay la tiép tuc cong viéc cla [4] trong tru'o'ng hop E,(G)
u’ng véi h = n — 1 vd p > 2. Nghia la xac dinh va phén loai ding ciu cic nhém
ngudn G trong 16p T'p(n,n(n —1)/2), p > 2, sao cho B(GJ SRV BNE L,

Cho n va k 13 hai s nguyén sao cho n > 2,1 < k < n— 1. Ky hiéu G(k)
12 nhém dwoc sinh bdi tip {z,euv;1 <1 <n,1 <u<wv < n} va thda man céc
quan hé xac dinh sau day

[Ii,x]',:l?h] e b ISZ,],hSTL,

o] = ey I SEEVSH,

xf = 1 F<s<n.
H €(2r—1)2r> néu k léa

1<r<(k+1)/2

.'EP =
i g
H €2r(2r+1)> néu k chén.
1<r<k/2

Trong [5] da chirng minh ring nhém G(k) thudéc vio 1é6p ddng chit
T,(n,n(n —1)/2), va khi p > 2 theo [4, Dinh Iy 11] E4(G) = gL

K&t qud chinh trong bai nay la dinh ly sau

Dinh ly
i) Gid st G la mot nhém ngudn thuge lop Tp(n,n(n — 1)/2), p > 2, sao cho

E{(G) = pt(nt1)/2-1 Khi dé ton tei k, 1 <k<n-—1, dé G ddng cdu vdi nhém
(k). |

4i) n — 1 nhém G(k) & trén déi mot khong ddng cdu vé1 nhau.

Trong trwomg hop p = 2, do phép lay liy thira p khéng bdo toan phép toan
trong G (xern [4]) nén viéc phéan loai d?xng ciu cdc nhém c6 tinh chit nhw dinh
Iy trén 13 rit phirc tap va cho dén nay van con la mot van dé mé, ngoai trir khi
n = 3 da dwoc gidi quyet trong [1]. Ching t6i hy vong rdng cac ky thudt dwoc st
dung & day cé thé mé& réng nhdm déng gép hon nira vao viéc gidi quyét van de
nay.

Tir diy céc nhém lubn luén dwoc gid thiét 13 p-nhém, p > 2, va cdc ma tran
dwoc néi dén 13 ma tran véi hé s6 trén trudng Z.
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2. MA TRAN BIEU DIEN CUA MOT NHOM NGUON
TRONG LOP Tp(n,n(n —1)/2)

Truéc hét ching t6i nhic lai khai niém nhém con Frattini va moét s6 tinh
chét cda né.

Dinh nghia 2.1. Gid st G 1a mét nhém va Mg 13 tip t4t cd cdc nhém con cuc
dai cda G. Khi ¢ nhém con (| H dwoc goi 1a nhém con Frattini cda @, ky

 HeMg
hiéu ®(G).

Ménh de 2.2 [6].
1) Vg € ®(G), g la phln ti khéng sinh cda nhém G.

1) Gid st H la nhém con chuén tde cda G. Khi dé ®(G) c H < G/H
la nhom Aben so cdp.

2.3. Gid st G 12 mét nhém ngudn cta 16p Tp(n, n(n—1)/2) va{z,} 14 mét co s&
cia G/Z(G). Theo ménh d& 2.2 ta cé

G = <.’Ei; [If,xj] T Hxiaxj])xk] =1, 1 = i,j’k = TL>»?

déng thoi do [G, G = Z(G) = Z:(n_l)/z, nén {[z;, z;]},1 <1< j < nlamét co
s& cla Z(G). Ky hiéu z,; = [z;,z;] va bi€u dién cdc zf qua co s& {z;;} ta cé

gk hk

Dot
L i LThk a; EZpa

h<k
céc hé s8 a?* cda céc hé thirc trén hoan toan xéc dinh nhém G va lap thanh mot
ma trdn n(n — 1)/2 hang, n ¢t, ky hiéu A(X)

alz g2 al?
aiS a%B a}l3
AX) = A
n;l n n;1 n ' n;l n
ag ) ag ) e aSL )

Ma tran trén r6 rang khéng phu thuéc vao cich chon dai biéu z; trong 16p
z;Z(G) ma chi phu thuge vio co s& X = {z,} cla G/Z(G). Ménh dé sau day cho
phép ta goi A(X) Ia ma tran biéu dién cda nhém G.
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Ménh deé 2.4 [4] Gid st G va H ld hai nhém ngudn cda l6p Tp(n,n(n —1)/2).
Khi d6 G ddng cdu véi H khi va chi khi ton tav X = {z,;} va Y = {y } lan lugt
li co s¢ cia G/Z(G) va H/Z(H) sao cho A(X) = A(Y).

Ménh d& sau day cho théy sy phu thude ctia ma tran A(X) vdo co sé X cia
G/Z(G).

Ménh dé 2.5. [4]. Gid sv G la mgt nhom nguon cda lop Tp(n,n(n — 1)/2),
X = {z;} l&d mét co s¢ cia'G/Z(G) va Q = (gi;) € GL(n, Z,). Khi do

AQTTA(X)Q, néu p> 2,

e { AQ-HAX)Q+0),  nédw p=18)

trong dé AQ la binh phwong ngodi cia ma trgn Q (zem [4]) va Q lé ma trin
n(n —1)/2 hdng, n cét dvgc zdc dinh nhu sau

A

Q=(g*) voi ' MF = ghian, TSR<kLR, 1<) <n.

3. CHUNG MINH DINH LY
Ménh d2 sau day cho ta mét phép chirng minh phan i) cda dinh ly

Ménh dé 3.1. Gid st G la mot nhém ngudn trong lép Ty(n,n(n — 1)/2) voi

‘EI(G) = pr(n+1)/2=1 Khi d6 tdn tai mét co s¢ X trong G/Z(G) dé nhém G ¢d
mét ma trdn biéu dién A(X) duogc zde dinh nhw sau

TaiOnsed. 150

trong do
i) Cdc thanh phdn cian —1 c6t cudi cting bdng 0 tdt cd;
11) Ton tai s6 nguyénk, 1 <k <n-1, dé c6t ddu tién cd thanh phdn bdng
1 0 cde hang
(2t —1)2t, 1<t<(k+1)/2 néu k ¢,
{ 2t(2t +1), 1<t <k/2, néu k chin,



Cédc nhém nguén G cia Ié6p dong chat 37
con ngoai ra tat cd déu bdng 0.

Theo (2.3) nhém G dwoc xac dinh bdi ma tran nhw trén chinh la nhém G (k)
trong dinh ly.

Chitng minh. Vi E{(G) = p"(»*1)/2-1 nén theo [4, Dinh 1y 1.1], trong G/Z(G)
ton tai mét co s& X = {z,}, 1 < u < n, sao cho chi ¢6 mét u dé ord(zu) LB
con céc zy, v # u, thi ord(z,) = p. Khéng mat tinh tong quat ta gid st v =1 va
do d6 theo'(2.3) G ¢6 modt ma tran biéu dién A(X) cé dang nhw sau

Wi Onadi & O
ioned el
trong d6 c6t dau tién khéc 0 con n — 1 ¢t cudi cung deéu bing 0.

Goi 7 la hang c6 thanh phan khéc 0 dau tién trong cét 1 cda ma tran A(X)
& trén, ta xét ¢ theo hai truorng hop sau day:

Néu ¢ = 1. Chia cdt 1 clia ma trin A thianh cdc khéi A, 1 <t < [n/2], mbi
khéi A, gom cdc hang tir (2¢t — 1)2¢ dén (2t)n. Ta sé ching mlnh bang quy nap
theo ¢ rdng ton tai mot phép déi co s& trén G’/Z( ) dé trong mdi A; chi ¢6 thanh
phin & hang (2t — 1)2¢ bing 0 ho#c 1, con ngoai ra t&t cd déu bing 0.

Gid str j # 2 va thanh phin & hang 15 bing ¢ # 0. Khi d6 theo [3, Ménh
dé 2.2], A(R(2,¢7')P(2,7)X) 12 ma trdn ¢ dang (1) véi thanh phin & hang 12
badng 1. Xét lan lwot v di tir 3 d&€n n, néu thanh phan & hang 1v bang d # 0, theo
[3, Ménh dé 2.2] thi 4(Q(v,2,d)X la ma tran cé dang (1) v&i thanh phin & hang
12 bang 1, con cdc thanh phan & hang 1v, v # 2, bang 0. Ti€p theo xét Iin lwot
v di tir 3 den n, néu thanh phan & hang 2v bang d # 0 thi theo [3, Ménh dé 2. 2]
A(Q(v,1,d)X) 1a ma tran c6 dang (1) véi khéi A; chi c6 thanh phin & hang 12
bang 1, con ngoai ra tit cd déu bang 0.

Gia st trong m01 A¢, t < [n/2], chi c6 thanh phin & hang (2¢ — 1)2¢ bing
0 hodc 1, con ngoa1 ra tdt ca deu bdng 0. Biy gior xét khéi A, t = [n/2]. Néu
n ch&n va gid st thinh phin & hang (n — 1)n bing d # O thi theo [3, Ménh d&
2.2}, A(R(n,d"')X) 12 ma tran c6 dang (1) v& cdt 1 c6 thanh phin & cac hang
(2t — 1)2t bdng 0 hodc 1 con ngodi ra tit cd déu bing 0. Néu n 18, gid st cac
thanh phan A4, t = (n — 1)/2, khong béng 0 tdt cd, goi uv 13 hidng c6 tha,nh phan
bang d # 0 dau tién trong A, t = (n—1)/2,khi d6 u = n — 2 hodc n —~ 1. Gia
st u = n — 2 (trwong hop v = n — 1 thi lip luin twong tw), néu v = n thi ciing
theo [3 Méng dé 2.2], A(R(n —1,d)P(n — 1,n)X) 1a ma tran thda man giad thi€t
quy nap va trong A(n 1)/2 c6 thanh phan & hang (n — 2)(n — 1) bing 1. Xét
[an lwrgt thanh phin & cic hiang (n — 2)n vi (n = 1)n cla A(n—1)/2. Néu thanh
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phin & hang (n — 2)n (twong @ng (n — 1)n) bing d # 0 thi theo [3, Ménh d& 2.2],
A(Q(n,n — 1,d)X) (twong tng A(Q(n,n —2,p — d)X)) la mdt ma tran c6 dang
(1) va c6t 1 6 thanh phin & céc hang (2t — 1)2t bing 0 hodc 1, con ngoai ra tat
ca déu bang 0.

Bay gid trong cot 1, néu ton tai u. v sao cho 2 < u < v < [n/2] ma thanh
phin & hang (2u — 1)2u bing 0, con thanh phan & hang (2v — 1)2v bing 1, thi
theo [3, Ménh deé 2.2] ta c6 A(P(v —1,v +1)P(u,v)X) la ma tran chi khdc véi A
bing cach hoan d8i hang (2u — 1)2u cho hang (2v — 1)2v. Tiép tuc qua trinh trén
ta sé c6 ma tran ma ménh dé doi hdi.

N&u ¢ # 1. Chia ¢t 1 ctia A thanh cdc khéi Ay, 0 <t < [(n—1)/2] trong dé
Ao gdm céc thanh phin tir hang 12 dén hang 1n va trong trwong hop nay ching
déu bing 0, con cic khdi A;, 1 <t < [(n — 1)/2], gdm c6 tir hang 2t(2t + 1) dén
hang (2t + 1)n. Bng phép lap luan twong tw nhw phép chirng minh trwong hop
i =1, ta ¢6 dwoc A la mot ma tran ma ménh dé doi hdi. Ménh dé da dwoc ching
minh xong.

B3 dé 3.2 [5]. Gid st A = (a;j) la mét ma trdn vuéng cdp n chdn, sao cho ANA
¢6 tinh chat sau:

> lay ia ,_{“117“” zy= (2t = 1)2t0mli g 6% nf2,
BB 588 0, Ty & cde noit khdc.

1<j<n/2

Khi d6 A la mét ma tran khong suy bién.
Ménh d& sau diy cho ta mét phép chirng minh phén ii) cda dinh Iy.
Ménh dé 3.3. Gid st h, k la hat 56 nguyén sao cho 1 < h <k <n-—1. Khi do

hai nhém G(h) va G(k) dvoc zde dinh nhu trong dinh ly la khong ddng cdu voi
nhau. :

Chitng minh. Ta chirng minh ménh dé bing phin ching.

Gid st h < k vA hai nhém G(h) va G(k) ddng ciu véi nhau, theo Ménh deé
2.5 thi ton tai Q = (gi;) € GL(n) dé

AQA(R) = A(k)Q (2)

trong d6 Ak) 12 ma tran biéu dien nhém G(k) va dwoc xac dinh nhu trong Ménh
de 3.1.

Ta xét h va k theo hai truwong hop:
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i) h va k khong ciing tinh chdn 8. Khéng mét tinh téng quat ta gid str h
chin va k 18.

Tir (2) ta dé dang thdy hang diu tién cta ma tran @ c6 cdc thanh phan
q1i, ¢ # 2, bdng 0 tat cd va do d6 ¢1; # 0. Do dé A(k)Q c6 thanh phan & hang
12 cdt 1 chinh 13 ¢;;. Nhung do ¢y; = 0, Vi # 1, nén thanh phan & hang 12 cot 1
cla ma tran /\QA( ) lai bang 0, dleu nay mau thuan v6i (2) va do dé khéng ton
tai Q@ € GL(n) d€ dang thic (2) xdy ra. Vay hai nhém G(h) va G(k) khéng ding
ciu véi nhau.

ii) h va k cung tinh ch¥n 1&.

Gid st h va k cung 18 (trwong hop cling chin thi lap luan tu'orng tw) va
h=2u—1<k=2v—1. Tir phép nhin ma trén ta dé dang thiy ring didu kién
can va dd dé ding thtrc (2) xdy ra thi AQ phai cé tinh chit sau

Z 9zy,(25-1)25 =

1<57<u

{ qi1 % 0, ry=(2t-1)2t, 1<t<v, 3)

- ry & céc noi khéac.

Tir ddng thic (3) ta thidy ma trén Ql trich tir 2u hang va 2u c6t dau tién
ctia ma tran Q la mot ma tran thda man B d& 3. 2, vay @ 1a mét ma tran khong
suy bién. Chia ma tran Q thanh 4 phan nhw sau

2u

;I Q2
s o u 00 e 2u
1 @a

Vi @ khéng suy bién nén ton tai cic phép bién déi 50 cap chi trén 2u hang
dau tién dé Q tré thanh ma tran R = (ri5) sau ddy ma van thda man ding thic

(3)

Le s Pl ey
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Vi ma tran R thda man ding thirc (3), nén véi 1 < z < 2u, ta ¢6

s o) Taut1)(z—-1) =0, véi z chén,
Z PR (g Ve ol i I8
1<j<u (21L+l)(_’(+1) = U, s
va
r2(u+1)(z—1) = 0, véi z chin,
D Tarn) -1z =0 . 3 P
1<5<u 2(u+1)(z—1) = M - 1€.
Do d6

Z T(2ut1)(2u+2),(25-1)25 = O-
reeneinl
Diéu nay mau thuin véi (3), do dé khéng ton tai Q € GL(n) dé (2) xdy ra. Vay
hai nhém G(h) va G(k), h # k, khong ddng cdu véi nhau,

Ménh dé da chirng minh xong va do dé-dinh Iy dwgc chirng minh.

Lot edm on. Ching tdi xin cdm on Phé gido sw Tién si Huynh Mui da tan tinh
huéng dan dé dat dwoc két qud trong bai nay.
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