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Abstract. Given a domain D C X in a complex analytic space X and a non-

pluripolar compact set K C D, it is possible to construct in a natural way two Hilbert

spaces I/1 and I/6 of Bergman type attached to the "condenser" (K, D) in the sense

that the following inclusions Hr + O(D) '--. 0(K) '---' I/s are continuous' Then

generalizing a classical construction due to Bergman, it is possible to construct a doubly

orthogonal system in I/1 and IIs.

Our main goal here is to describe, in a completely elementary way, the asymptotic

behaviour of this doubly orthogonal system in terms of. the plurisubharmonic nleasure

of the condenser (K,D), using classical ideas of Bergman as well as classical results

from both Pluripotential Theory and Spectral Theory.

l. Introduction

Soit X un espace analytique complexe. Rappelons qu'un ouvert D C X est dit
hyperconuere s'il admet une fonction d'exhaustion plurisousharmonique born6e
(cf.  [zt ]) .

Si D G X est un domaine hyperconvexe et K C D est un compact non-
pluripolaire, on d6finit la mesure plurisousharmonique ou encore P-mesure du
"condensateur" (K, D) par Ia formule suivante:

u ( . ; K ; D )  : :  ( s u p {  u :  u  e  P S H ( D ) ,  u l K  < 0 ,  u  <  1 } ) . ,  '  ( 1 . 1 )
\ " /

oir [/* d6signe Ia r6gularis6e semicontinue sup6rieurement de I'enveloppe sup6ri-
eure correspondante U (cf. [17,19]).
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La fonction u(.; K;D) est alors plurisousharmonique sur D. D'aprds Bedford
et Taylor [4,6], la mesure de Borel positive d6finie par Ia formule suivante:

HK,D :: (aa'u(.; x; D))" (1.2)

oil (dd")' d6signe I'op6rateur de Monge-Ampbre complexe sur X, est concentr6e
sur K et sa masse totale est 6gale b la capacit6 du condensateur (K, D) 14,6,171.
On I'appelle la mesure d'dquilibre relat'iue du condensateur (K,D).

On d6signera par 0(D) I'espace des fonctions holomorphes sur D et par
(?(K) I'espace des germes de fonctions holomorphes au voisinage de K.

On notera par H1 :: L2n(D) I'espace de Bergman ir. poids des fonctions
holomorphes sur D dont le module est de carr6 int6grable (au sens de Lebesgue)
sur D avec la norme .L2 usuelle et par Hs:: Lf;(K) la fermeture de (?(K) dans
L'(X;px,n) avec Ia norme.L2 correspondante.

Voici le r6sultat essentiel que nous avons en vue.

Thdorbme L.L. Soient D e X un domai,ne hyperconuexe et K C D un compact
non-pluripolaire. Alors il eriste une base orthogonale (Bi)i>t dans H1 :: L2n(D)
qui, forme un systime orthononnd d,ans Hs t: L2n(K) udrifiant l'estimation
a sgmpt otiqu e suiu ant e :

T:lY =# 1u(r'K'D)' vr e D' (1 .3)

oil 'tj - l lBilln,, pour j € N*.
De plus, on a

( *oo, Ve > 0. (1 .4 )

Le systbme dont I'existence est attest6e par ce th6orbme sera construit selon
une m6thode classique d0e d, Bergman dans le cas d'une variable complexe
(cf. [S]). Suivant la terminologie de Bergman, on I'appellera le sgstime dou-
blement orthogonal de Bergman associ6 au condensateur (K,D).

Le th6orbme pr6c6dent joue un r6le essentiel dans l'6tude du problbme de
I'extension des fonctions s6par6ment holomorphes sur des "ensembles crois6s"
tel qu'il a 6t6 abord6 dans [15,16]. Cette approche a 6t6 r6cemment poursuivie

et d6velopp6e dans [3].
Rappelons que le problbme de I'extension des fonctions s6par6ment holo-

morphes sur des "ensembles crois6s" f0t initi6 par Siciak [18,19] donnant ainsi
une g6n6ralisation substantielle du fameux th6orbme de Hartogs sur I'analyticit6

des fonctions s6par6ment holomorphes. Les r6sultats de Siciak f0rent ensuite
g6n6ralis6s par Zahariuta 122,23] dans le cadre des vari6t6s de Stein d I'aide de
la technique des 6chelles hilbertiennes et de la th6orie de Mityagin [12].

En fait, la construction de ce systbme doublement orthogonal peut se faire
dans le cadre abstrait d'une paire ordonn6e d'espaces de Hilbert (If1 ,116), avec
une injection complbtement continue i : H1 '---+ f16, permettant d'identifier .[/r d
un sous-espace de I/0.

+@
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Lorsque K est I'adh6rence d'un sous-domaine Ds c D G Ct, il est assez

naturel de prendre pour I/1 et I/6 les espaces de Bergman associ6s aux domaines

Dt: D et Do respectivement'
Cependant dans le cas g6n6ral important oil K c D est seulement suP

pos6 non-pluripolaire, l'argument utilis6 par Zahariuta, notamment pour jus-

tifier l'existence d'un espace de Hilbert Hs attach{ au compact K, repose sur

un r6sultat abstrait de Mityagin provenant de la th6orie des espaces nucl6aires

(cf. [12,22]). Ce passage firt depuis longtemps jug6 obscur par les sp6cialistes.

Un progrbs substantiel, reposant sur la th6orie du Pluripotentiel, a 6t6 r6alis6

dans [15, 16] en proposant comme espace-I/s Ie sous-espace ferm6 L2n(K,lta),

engendr6 par le sous-espace 0(K) d,ans L2n(K,po) oU po : I,LK,D est la mesure

d'6quil ibre du condensateur (K,l) (cf. [ta]).
Cependant Ie comportement asymptotique du systbme doublement orthog-

onal de Bergman correspondant ne pouvait 6tre 6tabli d'une fagon directe sans

utiliser les r6sultats de Mityagin cit6s plus haut.

R6cemment, Nguyen Thanh van a apport6 une simplification importante en

donnant une nouvelle preuve de la condition (3.3), limitant I'usage de la th6orie

de Mityagin b, des estimations 6l6mentaires sur les k-diambtres de Kolmogoroff

(cf. I t3]).
compte tenu de I'importance de ce r6sultat dans les applications, il nous a

sembl6 utile d'en donner une preuve complbtement 6l6mentaire, sans recourir d,

Ia th6orie de Mityagin.
Notre m6thode repose sur Ia construction initiale de Bergman [5] telle qu'elle

a 6t6 g6n6ralis6e dans [15] et utilise des r6sultats 6l6mentaires provenant d Ia fois

de la th6orie du pluripotentiel (cf. [6, 14]) et de la th6orie spectrale des op6rateurs

compacts. 
/

2. Systbme Doublement Orthogonal Associ6 h une Paire Hilbertienne

La construction classique de Bergman [5] peut en fait se faire dans un cadre

hilbertien assez g6n6ral, en utilisant des r6sultats classiques de la th6orie spec-

trale des op6rateurs compacts hermitiens positifs d'un espace de Hilbert.

Les espaces de Hilbert consid6r6s ici seront tous suppos6s s6parables et de

dimension infinie.
La construction que nous avons en vue repose sur Ie lemme fondamental

suivant.

Lemrne 2.L. Soient (f lt, l l . l l I ,,,) et (H6,ll. l la") deut espaces de Hilbert tels qu'i, l

et'iste une injection compli'tement cont'inue i : H1 '' Hs pennettant d'identifier

H1 d, un sous-espa,ce aectoriel d'e Hs. Alors on a les propri6t6,s suiuantes:

(l) Il eri,ste une base orthonormde ("i)i>r d,e H1 qui, soit un sEstime or-thogonal

de Hs telle que

ll"illr, : l, vj > ! et ll"ill'r":: )j \ o, (2 .  1 )

od \i : \i(Hr, Ho) (j 2l) est une su'ite strictement d4,cro'issante de nombre

riels posi,ti,fs tendant aers O et ne d6pendant que de Ia paire (Ht,Ho).
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(2) Si (Ao,]l.llri") est un autre espace de Hilbert auec des i.njections cont'inues

Hr + Eo -  Hs,  a lors en notant  \ i  :  ) i (H1,Hg) et \ i :  A i (H1,Hs!  l "s
su'ites correspondantes aut pa'ires (Ht,Ho) et (H1,FId respecti,uement, on a
l' in 6. g ali,t d su'ia ant e :

) , i  <  c 2 . i i ,  v j  >  1 (2 .2 )

od c > 0 est la norrne de l'inject'ion cont'inue FIo - Ho.

Dd.monstration. (1) La construction est classique; elle se base sur Ia d6composition
spectrale d'un op6rateur compact hermitien positif de l'espace de Hilbert I/r. En
effet, consid6rons I'op6rateur injection continue i. : H1 ,--+ I1o, qui est compact
par hypothbse et notons T :: i* o i, oi z* est le transpos6 de i. Alors T est un
op6rateur lin6aire continu et compact de I11 dans .I/1 , qui satisfait d I'identit6
suivante:

(7,  I  y)n, :  (r  I  y)no, Yr,y e H1, (2.3)

oil (. I .)au d6signe le produit scalaire hermitien dans I!, pour i : 0, 1. De
plus I'op6rateur ? est injectif, hermitien et d6fifii positif. Il en r6sulte que ?
admet une suite ()i)i>r de valeurs propres simples tendant vers 0 telles que
0  < . . .  (  l i + r  <  ) i  ( . . .  (  I r ,  p o u r t o u t  j > 2 .  L a d 6 c o m p o s i t i o n s p e c t r a l e d e
? dans fI1 fournit alors une base orthonorm6e (ei)i2r de I/1 form6e de vecteurs
propres de 7 associ6s b la suite (,\y)i>1 des valeurs propres de ?. De fagon
plus pr6cise, la m6thode classique consiste b maximiser la forme quadratique
(Tr I x)1: ll"ll3 sous certaines conditions sur n € fI1 avec llrllt : 1. Cela se
fait par r6currence. On sait que le maximum suivant

)1  : :  max{(Tr  I  r )n , ;  l l r l la ,  :  1} (2.4)

fournit Ia valeur propre maximale de ? et que ce maximum est atteint en un
point e1 € flr, qui est un vecteur propre norm6 de ?, associ6 i la valeur propre
)1 . Supposons maintenant que pour un j ) 2fix6, I'on ait choisi des vecteurs
propres norm6s er1... ,.ej-r associ6s respectivement aux valeurs propres )1 )

... ) )j-t.Alors la j leme valeur propre,\1 de ? est donnde par la formule
suivante:

) i  :  max{(?r  I  r )n ,  ;  l l r l la ,  :  l , r  €  l " r ; .  .  . ,  " i - r l t }:  *u * { l l " l l h  ;  l l " l l r r ,  :  L , r  e  l " t ; .  .  . ,  " i - r ] t }
(2.5)

oil [e1;...,ej-t l est le sous-espace vectoriel de I/1 engendr6 par les vecteurs
€r , .  .  .  ,e i - t  e t  [ " r ; .  .  .  , " j - r ] r  son or thogonal  dans H1.De p lus Ie maximum est
atteint en un point ei € H1 qui est un vecteur propre norm6 associ6 d la valeur
propre )7.

Il reste i montrer que le systbme (")i>r est orthogonal dans fls. En effet,
suivant une id6e de Bergman [5], fixons deux indices i,,j tels que 0 < i < j et
posons o :: (et | 

")no. 
Nous voulons montrer eu€ o : 0. Soient a,b € C tels que

la l2+lb l2:  l  e t  posons t r :  aei . *bei .  A lors par  construct ion r  € [ " r , . . .  ,e ; t )L
et I 'on a
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ll'll'no : lol' \u + lbl2 ^j + 2fr'(a6o)

: ).i * 2ft(aio) + ()i - \)lbl'. (2.6)

Posons b : to, of f est un parambtre r6el assez petit et a :: \F -p :

tf -PFF Alors d'aprbs (2.6) on obtient

ll*ll2u" : ),i + ztl"l' Jt - t2lof + * (^j - \)lol2
: )r * 2tlol2 + O(t'). (2 .7 )

systbme ("i)i>t est orthogonal dans I/s.

(2) Pour d6montrer les estimations (2.2), rappelons que I'on peut exprimer Ies

valeurs propres (I1) de ? ind6pendamment des vecteurs propres auquels ils sont

associ6s, gr6ce aux formules classiques suivantes:

r i :  
f i ,1 , ( * " * i11"11 ' "o ;  

re  Mt r r , l l r l l a , :  t ) ) ,  j  >  t ,  (2 .8 )

ot, pour chaque j > L,le minimum porte sur tous les sous-espaces vectoriels

Mi_1 de /r 'r de dimension j -Iet MLl4est I 'orthogonal de Mi-t dans.Iy'1; Ie

minimum dans (2.8) 6tant atteint lorsque Mi-1 : l"t, '  , '  ,ei-t l:

Par cons6quent, si c est Ia norme de I'injection continue Ho + I/e, on a

ll"llri" S cllzlla" pour tout x € FIo et I'in6galit6 (2.2) r6sulte imm6diatement des

formules (2.8). r

Observons que la construction pr6c6dente fournit une base orthonorm6e de

I11 , orthogonale dans f/o qui est unique b une constante mulitiplicative de mod-

ule 1 prbs. on I'appellera systime doublement or-thogonal associ6 au couple

(Hr, Ho).

3. Le Systbme Doublement Orthogonal de Bergman

Nous allons d6montrer un r6sultat un peu plus g6n6ral que celui 6nonc6 dans

I'introduction. Soient X un espace analytique complexe, D C X un ouvert

on notera par.[/1 :: L2n(D;Fr) I'espace de Bergman ]r poids des fonctions

holomorphes sur D dont Ie module est de carr6 p1-int6grable sur D et par IIs ::

L'n(K;po; lu f"r*"ture de O(K) dans L"(K; t o).
Alors il est facile de montrer, en utilisant la propri6t6 de sous-moyenne en

coordonn6es locales, que les injections canoniques suivantes
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L'n(D; Hr) ,--. 0(D) ,-- O(K) ,--+ Hg

sont continues.
Avant d'6noncer Ie th6orbme g6n6ral que nous avons en vue, nous aurons

besoin d'introduire quelques notions.

D6finition 3.1. (r) on appellera n'Lesure lebesgu'ienne sur D une mesure d,e
Borel pos'itiue LLL sur D telle que dptl: p dv od p est une dens,itd. cont'inue sur
D et dV est l'6,I6,ment de uolume assoc,i6 d, une mdtrique herm'it'ienne donn\e sur
X.
(2) Une n'Lesu,re lebesguienne p4 sur D est dite B-admi,ssi,ble si I'espace de Bergman
assoc'i6, L'n@; Ht) est de dimens,ion 'infi,nie.

(3) La paire (D, pt) sera d,ite B -rdguli,ire si l'espace de Bergman assoc,id, Lrn(D; pr)
est dense dans O(D).

on dira qu'un ouvert D G x est fortement hyperconvexe s'il existe un ouvert
pseudoconvexe Dt )) D et une fonction g .. D' - ]-*,0[ plurisousharmonique
continue telle que D : {x e Dt; 9@) < 0}.

Lorsque (K,D) est un condensateur de X, on d6finit la P-mesure de (K,D)
par la formule (1.1) donn6e dans I'introduction.
On d6finit 6galement les domaines de sous-niveaux de Ia P-mesure par

Do :  D(K;a)  : :  { r  e  D;  u ( r ;  K ;  D)  <  d } ,  a  €  ]0 ,  1 [ . (3 .1)

Voici une autre notion qui sera uti le (cf. [11,14]).

D6finition 3.2. Sotent (K,D) un condensateur. Une Tnesure de Borel posit'iue
u sur K est dite dd.tenn'inante si elle ne charge pas les ensembles pluripola,ires et
s'i pour tout borel' ien E C K tel que v(E) : u(K), on a u(.; E; D) : u(.; K; D)
sur D.

Donnons quelques exemples int6ressants qui illustrent les notions d6finies
pr6c6demment.

Exemples. (1) Soient D e X un ouvert pseudoconvexe quelconque et p1 une
mesure lebesguienne sur D. Alors la mesure p1 est B-admissible.
Si de plus D est fortement hyperconvexe c'est d dire qu'il existe un ouvert Dt ))
D et une fonction g i D' ------Jl - m,0[ plurisousharmonique continue telle que
D :  {x  e Dt ;  9@) < 0} .  Comme 0(Dt)  c  L2h(D;p,L)  C O(D) et  que (D,D,)
est une paire de Runge (cf. [8]), il en r6sulte que l'espace L'n(D;pr) est dense
dans (?(D). La paire (D,pr) est donc B-r6gulibre.
(2) Supposons maintenant que X soit une vari6t6 analytique complexe et que
D C X soit un ouvert hyperconvexe. Alors, en utilisant les estimations ,L2 de
Hiirmander [9], on montre qu'il existe une mesure lebesguienne positive p1 sur D
telle que I 'espace L'n(D;pr) soit dense dans O(D) (ct.115,24j1). La paire (D;pt)
est alors B-regulibre. Lorsque D C C est un ouvert hyperconvexe de Ct, on
peut prendr" dpt. - p dV, avec p(z) : (L + lzl2)-2 (cf. [15,24]).
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(3) Soit Ds G X un ouvert relativement compact d bord Lipschitzien dans X.
Alors toute mesure lebesguienne /r0 sur Ds est d6terminante. Dans le cas g6n6ral
or) D C X est hyperconvexe et K C D est non-pluripolaire, la mesure d,6quilibre
relative Ltx,o du condensateur (K, D) est d6terminante sur K (cf.lI4,2Sl).

Compte tenu des exemples ci-dessus, le Th6orbme 1.1 6nonc6 en introduction
est clairement une cons6quence imm6diate du th6orbme plus g6n6ral suivant.

Th6obme 3.3. So,ient (K,D) un cond,ensateur d,e X, od D est un ouuer-t
hgperconuere muni d'une mesure lebesgu,ienne B-adrni,ssible p4 et K C D un
compact non-pluripolaire mun'i d'une mesure d,e Borel d4.tenninante p,s. Alors
'il eriste -un sgstime (Bi)i>t doublement orthogonal dans H1 t: L|(D; pr) et
Hs :: L"n(K; Fo) tel que:

l lB i l lno :  1 ,  e t  l lB i l ls , :1 i ,  V j  >  1. (3.2)

(3.3)

(3.4)

De plus, on a
*oo

D l t ' (  *oo ,  Ve  >  o
j : r

l imsup 
t tq l { i ( " ) l  1w(r ,K,D) ,  vx € D.

j-+"i IoE''l j

et

En parti,culier, pour tout a €]0, 1[ et.tout compact E C D(K,a),'i l eriste une
constante c(E,a) > 0 telle que:

l lBi l ln < c(E,a)1i vj I  I . (3.5)

La d6monstration du th6orbme repose de fagon essentielle sur le Iemme
6l6mentaire suivant qui est int6r6ssant en lui-m6me.

Lemrne 3.4. So'ient (p)o>t une su,ite de fonctions pos,itiues, logarithmique-
ment plurisousharrnon'iques sur un ouuert D c X et K C D un compact non-
pluripolaire muni d'une rnesure ddtenninante p,6. On pose A,",: {( € A; l(l <
s\, pour s ) 0 et on suppose qu'il euiste d,eur nombres r6,els 0 < r < R tels que
la s6,rie de Harlogs Dpo@)eo conaerge localement uniformi,ment sur D x L,, et
que pour po-presque tout r € K, la sdrie entiireDpr@)eo conuerge sur Ar..

Alors la suite des fonctions plurisousharmoniques {(tldlo1gp,p € N*} esf
localement uniformdment majorde sur D et I'on a l'in6,galiti su'iuante:

l imsup(l /p) loggo@) < -  los R+log(Rlr)  . r(r ;  K; D),  Yr e D. (3.6)
P++oo

En particuli,er, pour tout a € ]0, 1[, la sdrie Dpo@)eo conuerge localement un'i-
form4,ment sur Do x Aplo;, od Do est I'ouaert d|fini par la forrnule (3.I) et
p(a) :: RL-a . ra.

D€.monstrat'ion. En utilisant la formule de Cauchy pour les coefficients d,une
s6rie entibre, il r6sulte des hypothbses du lemme que Ia suite des fonctions
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plurisousharmoniques {(tldloggp,P € N*} est localement uniform6ment ma-
jor6e sur D. Alors en posant u:: limsupp-+*(llp)loglppl, on conclut que
la fonction u* est plurisousharmonique sur D. Comme pour chaque r e D,le
rayon de convergence de la s6rie entibre Dpo@)eo est 6gal h, exp(-z(r)), les
hypothbses du lemme impliquent:

et

u ( x ) <  - l o g r ,  V r € D

u(r) < - log R, 1,lo - P.P. sur K.

(3.7)

(3.8)

Comme I'ensemble A :: {r e D; u(r) < u.(n)} est pluripolaire, on a p's(A) : Q
(cf. [4,6]). Il r6sulte alors des estimations (3.7) et (3.8) que z* est une fonction
plurisousharmonique v6rifiant Lt* 1 -logr sur D et u* < -log.R sur K', oir
Kt C K est un ensemble borelien tel que po(K') : po(K)'II en r6sulte que la
fonction d6finie par

p = ( Iog(Rl"))- t  . (u.  *  IogR)

est plurisousharmonique sur D et v6rifie I'in6galit6 , < ,(.; K'; D) sur D. Comme

/rs est une mesure d6terminante sur K, on a u,'(.; K';D): u(.;K; D) sur D et
donc tr < @(.;K;D) sur D, ce qui prouve I'in6galit6 (3'6) du Lemme 3'4. La
dernibre assertion du Lemme 3.4 en r6sulte imm6diatement en appliquant le
lemme de Hartogs (cf. [Za]). r

Nous'pouvons maintenant d6montrer le th6orbme'

Ddrnonstration du thdorime. Soit i : Ht + I/6 I'op6rateur restriction qui i
tout / € ffr fait correspondre fW € IIo. Il est clair que I'op6rateur lin6aire i
est continu et injectif et le th6orbme de Montel implique que i est un op6rateur

, compact.
Par cons6quent, Ies injections suivantes:

H r + 0 ( D ) "  H s (3.e)

sont complbtement continues'
La construction de la base orthogonale s'obtient alors par la m6me construction

que celle d6crite dans la preuve du Lemme 2.I, ce qui correspond exactement b la

m6thode des systbmes doublement orthogonaux de Bergman (cf. [S]) telle qu'elle

a 6t6 d6velopp6e dans ce contexte dans [16]. D'aprbs le Lemme 2.1, l'espace de

Hilbert lfr admet alors une base orthonorm6e ("i)ir_t, qui forme un systbme

orthonorm6 dans 116 et qui v6rifie Ies propri6t6s (2.1). En posant 1i :: \rr/2 et

B j i: 7 j . ei, pour i > l, on obtient une base orthogonale de Ir1, qui forme un

systbme ortlonorm6 dans f16 v6rifiant les conditions (3.2).

Pour d6montrer la condition (3.3), on procbde en deux 6tapes'

(1) Nous allons d'abord montrer condition (3.3) dans un cas particulier. Con-

sid6rons un domaine Do G D b bord r6gulier tel que K C Do et dont chaque

composante connexe rencontre D et K suivant un ensemble non-pluripolaire'

D6signons par l+0 I'adh6rence de O(Ds) dans I'espace de Bergman L2n(Ds; ttrlo)'

Notons (E)i>r le systbme doublement orthogonal de Bergman associ6 b la paire
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(Hr, Ho) et soit 7 j :: 'y j(Ht, FId : ll4tllu, la suite des normes associ6es. Con-
sid6rons la famille b un parambtre complexe des noyaux d6finis par

fre,r) ':f6'"lEi@)|".
j : r

Il est bien connu que la s6rie de fonctions num6riques Di!tl;"tE'(r)12 con-

verge localement uniform6ment sur D1 :: D et que sa somme Nr(r) est le

noyau de Bergman b poids du domaine D1 (cf. [5]). Par cons6quent la s6rie

N,1*1 : N(r,r) converge localement uniform6ment en (r,r) sur le domaine

d6fini par {(*,r) € D1 x C; Wz ) 1}' D'une fagon analogue, la s6rie de fonctions

num6riquei Di*5 tqt"llr7j"" converge localement uniform6ment en (r,r) sur

le domaine d6hni par {(r,r) e Ds x C; ftr > 0} et que N0 est le noyau de

Bergman b poids du domaine Ds.

Nous voulons d6montrer que la s6rie N(r, r) converge localement uniform6-

ment sur chacun des domaines {(r,r) € Do xC; ftr > o}(0 < CI < 1).

Nous allons appliquer Lemme 3'4 en posant e : e-'' Consid6rons pour cela Ies

fonctions suivantes:

cr(r) :: lEi@)l ' (3 .11)

pour fi € D et p € N* et observons que les fonctions logCo sont plurisoushar-

moniques sur D.

Alors, en posant e : e-'et en tenant compte des propri6t6s de Ia s6rie (3'lQ)

d6montr6es ci-dessus, on conclut imm6diatement que Ia s6rie D[-*ueo@)e'o
converge localement uniform6ment en (r, () sur chacun des domain-es D6 x A"-n
pour  i  0  e t  i :  1 .

Il r ulte du Lemme 3.4 que pour chaque o €]0,1[, la s6rie D[\eo@)C'o
converge localement uniform6ment sur le domaine Do x A.--. Soient e > 0 et
o tel que 0 < a < e. Comme DoxT"-" C Dox Ar--, il en r6sulte que la s6rie
e 61 : D[:^0rf"le-2" converge uniform6ment sur D6 et que sa somme est

une fonction continue sur Ds.
On en d6duit alors que

P1@)lap1@)

t
logfi lp*p1

(3.10)

:  \- , i , .  "  /
L  tJ  

JooDr;"'
: 

I ""(+rr2' 
1E 1 1r7f) apr61

t 1""(+e,P1"-"'o)dpt(r) 
( *oo,

D1;" t lu"

et par suite que

C(r)dp,1(r) ( *oo. (3 .12)
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(2) Revenons maintenant au cas g6n6ral. Comme K c Do et que chaque com-
posante de connexe D0 rencontre K suivant un ensemble non-pluripolaire, on
en d6duit, avec les notations du Lemme 2.1, que les applications restrictions
Ht ,- Ho + fls sont des injections continues. Par construction des suites (1)
et (i i), i l  r6sulte de l 'estimation (2.2) du Lemme 2.1, que l 'on a

i i 3 " ' ? j ,  V i € N . (3 .13)

ot) c ) 0 est la norme de I'injection canonique is : Hs '-- Ho.On en d6duit
d'aprbs (3.12), que pour tout e ) 0,

+@ +@

5- ry"-' < .' )- 11 " < +m,

ce qui prouve que la condition (3.3) est satisfaite,
Pour d6montrer la propri6t6 (3.4) dans ce cas, on va utiliser la condition

(3.3) et encore une fois Lemme 3.4. Posons

co(x) :: lB i@)12 (3.14)

p o u r  c € D e t p € N * .
Comme pr6c6demment, on sait que la s6rie ! 'yi2"lB j(r)12 converge nor-

calement normalement pour r € D et l(l < e-r.

Par ailleurs, fixons e > 0 et remarquons, en utilisant la condition (3.3),
que Ia s6rie de fonctions num6riques positives Dl|'11"lni(c)12 converge dans

fr(X;po). Sa somme, qui est donc un 6l6ment de LL(K;1,r,o), est f inie p6-presque
partout sur K. Il en r6sulte qu'il existe un sous-ensemble borelien Kt C K
avec p,s(Kt) : po(K) tel que pour chaque r € Kt fix6, la s6rie f,-+j Co@)e2o
converge normalement pour l(l S exp(-e). D'aprbs Lemme 3.4, 

-il 
en r6sulte

eu€ o: :  l imsupo( l /p) logC, < (1 -  e)w(. ;K;D)- te sur  D.  En observant  que
lim supi (1/ Iog fi ) Iog lBl l ( tr sur D, on en d6duit I'in6galit6 (3.4) puisque e ) 0
est arbitraire. Quant tr I'estimation (3.5), elle r6sulte de I'in6galit6 (3.4) en
appliquant le lemme de Hartogs. r

Le systbme doublement orthogonal obtenu dans ce th6orbme par la construc-
tion du Lemme 2.1 est unique d, une constante multiplicative de module 1 prbs,
on I'appellera le systbme doublement orthogonal de Bergman associ6 au conden-
sateur (K, D) muni des mesures (po, ttt).

Remarques: Soient D c C un domaine hyperconvexe, K C D un compact non-
pluripolaire et p\la mesure lebesguienne sur D de densit6 p(z):: (7+lzl2)-2
par rapport b la mesure de Lebesgue sur D. Alors I'espace H1 :: L'n(D;Pr) est
dense dans 0(D) et le systbme doublement orthogonal dans fI1 :: L2n(D; p,t) et
Hs :: L2^(K; px,o) v6rif ie I ' identit6 suivante (cf. [16,24]):

t
log 13 (p*
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/  . .  I o e +  l B , l \  
* .

(  I imsuo |  (z) :  u(z,K,D) ,  Yz e D. (3.15)
\ r*+*i logli / 

' '

Conjecture. L'identi,td (3.75) reste encore ualable sous les hypothises g6,n6.rales
du Th4orime 3.1.

Problbme. Caractdriser les doma'ines D e Cn tels que l'espace d,e Bergman
L7@) so'it ilense dans I'espace O(D). Obseraons que la rdponse est oui si D
est hyperconuere (cf. 116,24l), mais que Ia r6.ponse est non en gindral comme le
montre le cas du disque uni,td de C priud, de son centre.
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