Muc luc

Lol n6é1 dau . . . .

Danh muc ky hiéu

1 KIEN THUC CHUAN BI

1.1 Vanh . .. . ..
1.2 Vanh don . ..
1.3 Dai s6 Leavitt .

2 DAI SO DUONG DI LEAVITT
2.1 Daisbd duong di Leavitt . . . . . ... ... ...,

2.2 Tinh don ctia dai s6 duong di Leavitt . . . . . . . .. ... ... ...

Két luan

Tai lieu tham khao

13
17

21
21
32

43



Mot trong nhitng van dé quan trong cua ly thuyét vanh két hgp 1a mo ta cau
tric ctia vanh thong qua cac tir dong cau clia cac khong gian vecto. Tuy nhién diéu
nay néi chung 1a khong thé thye hien duge. Két qua quan trong dau tién ctia huéng
nghién cttu nay 1a dinh 1y phan loai cic dai s6 nita don hitu han chiéu (trén céc
trudng) duge ching minh béi J.H.M. Wedderburn vao nam 1907. Hai muoi ndm
sau, E. Artin da chiing minh duge két qua tuong tu nhu dinh 1y Wedderburn cho
cac vanh ntta don tong quat. Ngay nay két qua nay duge goi 1a Dinh Iy Wedderburn-
Artin. Dinh 1y nay néi rang mot vanh 1a ntta don khi va chi khi né 1a tich tryc tiép
cua httu han vanh ma tran trén nhing vanh chia. Tt phép ching minh ctia Dinh 1y
Wedderburn-Artin, ching ta nhan ra rang moi vanh nita don dugc phan tich duy
nhat thanh tich ctia hitu han nhiing vanh don Artin. Dong thoi méi vanh don Artin
chi 13 vanh ma tran trén mot vanh chia. Diéu nay dua dén cho ching ta mot van
dé dé 1a mo ta cac vanh don tong quat. Mot 1y do khac dé vanh don duge quan
tam nghién cttu 1a mdi vanh c6 don vi luén c¢6 mot vanh thuong la don. Diéu nay
c6 nghia 1a néu ching ta hiéu dude cau tric ctia vanh don thi ching ta c6 thé hicu
duge phan nao cau tric ctia vanh két hgp tuy y. Hién nay vanh don 13 dé tai kho
va rat duge quan tam trong linh viyc nghién cttu dai sé két hop.

Nam 2005, G. Abrams va G. Aranda Pino xay dung cic dai s6 trén cic truong
tit cac do thi c6 huéng va goi 1a Dai s6 duong di Leavitt (Leavitt path algebra) (xem
[3]). Dai s6 nay md rong dai s6 Leavitt Ly (1,n) trong [8]. Trong [3, Theorem 3.11]

Abrams va Aranda Pino dua ra mot tiéu chuan thuan tay do thi dé dai s6 duong di



Loi néi dau

Leavitt 1 don. Dé chitng minh tiéu chuan nay Abrams va Aranda Pino dua ra mot
cu tric Z-phan bac cho dai s6 dudong di Leavitt (xem [3, Lemma 1.7]). Tuy nhién
ching toi khong thé kiém tra dugc khang dinh nay dua theo nhing ggi ¥ trong do.

Muc dich chinh ctia luan van nay la trinh bay lai noi dung bai bao ctia Abrams
va Aranda Pino [3]. Dong thoi, dua trén ching minh ctia Abrams va Aranda Pino,
luan vin sé dua ra phép chiing minh ngén gon hon cho tiéu chuén néi tren.

Luan van gom hai chuong:

Chuong 1: “Kién thiic chuan bi” trinh bay mot s6 dinh nghia va két qua sé dugc
st dung trong Chuong 2. D6 1a cac khai niém va tinh chat co ban ctia vanh, vanh
don, truong, modun, dai s6, dai so6 Leavitt.

Chuong 2: “Dai s6 duong di Leavitt” dya trén bai bdo ctia G. Abrams va G.
Aranda Pino (2005): “The Leavitt path algebra of a graph, Journal of Algebra,
(293), 319-334” (xem [3]), chuong nay sé trinh bay cach xay dung, mot s6 tinh chat
co ban ctia dai s6 duong di Leavitt va chiing minh lai tiéu chuan ctia Abrams va
Aranda Pino vé tinh don ctia dai s6 dudng di Leavitt.

Qua ban luan vin, tac gid xin gii 16i cdm on dén cic thay co va cac can bo nhan
vién trong Vién toan hoc da day bao va gitp d6 tac gia trong sudét qué trinh hoc.
Téc gia chan thanh cAm on thay huéng dan TS. Tran Giang Nam da tan tinh chi
béo, huéng dan va gitp dé tac gia trong sudt qué trinh lam luan van. Cam on gia
dinh, ban be va tat cd moi ngudi da quan tam, dong vién gitp dé dé tac gid co thé
hoan thanh nhiém vu ctia minh.

Mac dit da c6 nhicu cb gang, song do thdi gian va trinh do con han ché nén ban
luan van kho tranh khéi nhiing thiéu s6t nhat dinh. Rat mong quy doc gid dong

g6p ¥ kién dé ban luan van nay dugc hoan chinh hon.

Ha Not, thang 8 nam 2015

Tac gia

Ha Thi Thu Trang
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Chuong 1

KIEN THUC CHUAN BI

Chuong nay sé trinh bay khai quat nhiing cau tric dai s duge xac dinh béi hai
phép toan. Muc dau ctia chuong trinh bay cac dinh nghia vé vanh, truong, modun,
dai s6 va mot s6 tinh chat dic trung. Kién thic ¢ muc nay tac gid dua theo tai licu
[1], [2], [7]. Dua tren tai lieu [7, Chapter 1], muc hai sé trinh bay mot s6 tinh chat
va vi du vé vanh don. Muc cudi cling sé trinh bay khai quat vé dai s Leavitt ma

tac gia tham khao dua trén cac tai lieu [4], [5], [6], [8], [9]-

1.1  Vanh

Dinh nghia 1.1. (i) Mot tap hop R dugce goi la vanh néu trén R c¢6 hai phép toan
hai ngoi, mot goi 1a phép cong va mot goi 1a phép nhan, sao cho cac dicu kién sau
duge thdéa méan:
(1) Tap hop R 1a mot nhém Abel ddi véi phép cong,
(2) Tap hop R la ntta nhém c6 don vi d6i véi phép nhan,
(3) Phép nhan phan phoi dbi v6i phép cong tir hai phia.
Ta thuong ky hiéu phan tit don vi d6i v6i phép nhan ctia R 1a 1z va phan ti

khong ciia nhém Abel cong R 1a 0p. Truong hop vanh R da xéac dinh cu thé thi ta
ky hiéu don gidn 1 cho phan tit don vi va 0 cho phan tit khong ctia R.
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Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

(ii) Mot vanh R dugc goi 1a vanh giao hodn néu phép nhan ctia R théa man tinh
chat giao hoan.

(iii) Mot vanh K duge goi 1a mot truong néu K 1 mot vanh giao hoan va moi
phan t1t khac khong ctia K déu c6 nghich déo. Nghia 1a tap hop K* := K \ {0} lap

thanh mot nhém giao hoan déi v6i phép nhan cia K.

Vi du 1.1. (i) Cac tap s6 Z, Q, R, C va tap Z, cung véi cdc phép todn nhan va
cong thong thuong lap thanh cac vanh giao hoan. Hon nita Q, R, C 1a cac truong.
Dong thoi, vanh Z, 1a truong khi va chi khi n 14 s6 nguyén to.

(i) Cho K la mot truong. Tap K|[z] cic da thitc mot bién z ¢6 hé s6 trén K cung
véi phép cong va nhan cac da thic thong thuong lap thanh mot vanh giao hoan.

(iii) Tap Cla, b] cac ham s6 thyc lien tuc trén doan [a, b], a < b, v6i cac phép cong
va nhan ham s6 14 mot vanh giao hoan.

(iv) Cho R 1a mot vanh va M, (R)(n > 1) la tap gom tat cd cdc ma tran vuong
cap n trén vanh R. Khi d6 M,,(R) lap thanh mot vanh khong giao hoén vé6i phép
cong va nhan ma tran thong thuong.

(v) Cho K la mot trudng va V' 1a mot K-khong gian vecto. Ky hieu Endg (V)
tat cd cac anh xa tuyén tinh ti V vao V. Khi d6 Endg (V) véi phép cong la cong
céc anh xa thong thuong va phép nhan 1a phép lay anh xa hgp thanh lap thanh mot

vanh khong giao hoan.

Dinh nghia 1.2. Cho R la mot vanh va I 1a mot tap con khéc rong cua R.

(i) I dugc goi la idéan trdi (phdi) cia R néu né théa man cic dicu kien sau:
(1) V6i moi a,b e I,a+bel,
(2) Véimoia e Ivare Ryrael (ar €I).

(ii) I dugc goi la idéan néu I vita la idéan trai vira la idean phai clia R.

(iii) Mot idean J clia R dude goi 1a cue dgi néu né théoa man céc dicu kién sau:
(1) ] 4R,

(2) V6i moi idéan J' ctia R, néu J C J' va J # J' thi J' = R.
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Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

Dé thay giao mot ho cac idéan ctia mot vanh R lai 13 mot idéan cia R. Khi d6

ta ¢6 dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.3. Cho S 1a tap con ctia vanh R. Giao clia ho tat ca cic idéan cia R
chita S la idéan bé nhat ctia R chita S, ky hieu la (). Idean nay duge goi la idéan

sinh béi S va S duge goi la hé sinh cia idéan do.

Bo6 dé 1.1. Cho R la mot vanh va 0 # A C R. Khi dé idéan ciia R sinh bdi tip A
la tap hop

/ /
{riary + ... +rpapr,:n €N, oy 11 € R, ag, . a, € A}

Chitng minh. Ta ky hiéu tap hgp néi trén la I va chiing minh I = (A).

Trude hét ta chitng minh I 13 mot idéan chia A. That vay, véi moi a € A ta c6
a=1alelnén ACI.

Do A# Qnéen I # 0. Gid stt a,b € I. Ta tim duge n,m € N: r;,;rl € R,a; € A

sao cho a =" rmamrl, b=>""" ;). Khi dé, ta co

i=n—+1
n+m n+m
a+b= E ria;r; + E ria;r. = E ria;r. € 1
1=n—+1

vavéimoir € R

ra=r E riagr = E (rry)a;r; € 1,

=1

ar = Z T = Z ria;(rir) € I.
=1
Vay I la mot idéan chita A.
Gia st J 1a mot idean ciia R chia A. Lay bat ki a € I, ta c6

n

a = E ria;r

i=1

véin € Nyry,ri € Rvaa; € A. Vi A C Jva J laidean nén ra;r, € J, Vi=1,n.
Do d6 a =Y, rar; € J, suy ra I C J. Diéu nay chi ra rang I la idéan bé nhat
ciia R chita A hay I = (A). O
Dinh nghia 1.4. Cho R va S 13 hai vanh tuy . Anh xa f : R — S dugc goi 1a mot
dong cau vanh, néu né thdéa man cac dicéu kién sau v6i moi z,y € R:
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Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

(1) flx+y) = f(@) + fy),
(2) flzy) = f(x)f(y),
(3) f(1g) = 1s.

Dong cau vanh f dude goi 1a don cdu, toan ciu hay ddang cdu néu anh xa f tuong

ting la don anh, toan anh hay song anh.
Dinh 1y 1.1. Cho f : R — S la mot dong cau vanh ti vanh R vao vanh S va I la
mot idéan ciua R. Khi do:
(i) R/I la mot vanh vdi phép cong va phép nhan duge dinh nghia nhv sau: Véi moi
r,y €R
(+D+y+I)=(@+y) +1,
(x+1)(y+1)=ay+1.
(i) Néu I la mot idéan cia S thi f~'(I) la mot idéan cia R. Ddc biet hat nhan
Ker(f) = f~*(0s) la mot idéan cia R.

(iil) Néu I C Ker(f) thi f cam sinh duy nhdat dong cau f : R/I — S sao cho
f=fop, trongdép: R— R/I, x+ T la toan ciu chinh tdc.

Chitng minh. (i) Trudc hét, ta chiing minh cac dinh nghia trén khong phu thuoc
vao cach chon phan tit dai dien ctia 16p ghép. Cu thé, cho 2/, ¥/ € R sao cho
z+l=a'4+Ivay+I=y'+Ithic—a' € Ivay—y €. Tudé (z+y)—(2'+y) =
(x—2")+(y—y') €1, do vay

(x+y)+1= " +y)+1

Mit khac ton tai a,b € I sao cho 2’ = x +a va ¢y = y + b. Khi d6 nho luat phan
phoi clia R, ta c6 'y’ = (x+a)(y+b) = zy+ (xb+ay+ab). R rang xb+ay+ab € I

vi I 1a mot idéan. Suy ra 2’y — xy € 1. Vay

xy+1=2xvy+1.



Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

Nhu vay céc dinh nghia trén 1a hop li. Khong khé khan dé chi ra ring cling véi
hai phép toan trén, R/I lap thanh mot vanh v6i phan tit khong 1a 16p ghép 0 + 1
va phan tit don vi 1a 16p ghép 1 + 1.

Vanh R/I xac dinh nhu trén duge goi la vanh thuong ctia vanh R theo idéan I.

(i) Cho I 1a mot idéan ctia S va z,y € f~1(I). Khi d6 f(z), f(y) € I kéo theo
f@)+ fly)=flz+y) € l. Vay x +y € f71(I).

Mat khac, v6i moi r € R:

flra) = f(r)f(z) € I, flar) = f(x)f(r) €1,
tic 1a ro, zr € f7Y(I). Vay f~1(I) 1a mot idéan cta R.
(iii) X6t tuong tng
f:R/IT—S
7o 7@ = f().
Dé chitng t6 f 1a mot anh xa, ta can chi ra rang véi moi z,y € R, néua+1 = y+1

thi f(x) = f(y). That vay tut dicu kietn x + I =y + I suyrax —y € I C Ker(f).

Do d6 f(x) = f(y) = f(z —y) = 0g va f(x) = f(y)-
Ta chitng minh f 14 dong cau. Cho Z = 2 + I v& § = y + I 1a hai phan tit clia
R/I.Khi do, ta co

f@+y) =f+y) =fla+y) =fl@)+ fly)=F@ + @),
@y) = f(@Y) = flay) = f@)f(y) = F(@) f[@),

|

Vay f la mot dong cau.
Bay gio véi moi x € R ta c6: (f op)(z) = f(T) = f(x), nghia la f = fop.
Tiép theo, ta gid st c6 f': R/I — S 1a dong cau sao cho ' op = f. Khi d6 vdi

moi 7 € R/I ta c6 f'(z) = f'(p(x)) = (f o p)(z) = f(2) = (f o p)(z) = f (7).
U

Dinh nghia 1.5. (i) Cho R 14 mot vanh. Tap M dugc goi 1a mot R-modun trai hay

con goi 1a modun trai trén R, néu M 1a mot nhom cong Abel va ton tai mot anh
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Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

xa R x M — M, (r,m) — rm, goi 1a phép nhan vdi v hudng sao cho cac tinh chat

sau dugc théa man véi moi v, € R va x,y € M:
(1) (r'r)x =r(r'z),
2)r(z+y)=re+ryva (r+r)e=rx+r'z,
(3) Im =m.

Tuong t1t ta cling c6 mot dinh nghia cho R-modun phai bang cach xét phép nhan
v6i vo huéng & bén phai. Tuy nhién dé cho don gian ta chi xét cAc R-modun trai va
goi ngan gon la R-modun.

(il) Gid st M 1a mot R-modun, mot tap con N ciua M duge goi la modun con
ciia M néu N la mot nhém con cong ctia nhém Abel M va RN C N.

(iii) Cho M va N la hai R-médun. Mot anh xa

f:M—N

duge goi 1a dong cau modun, hay con goi la R-dong cau néu né théa man hai diéu

kién sau doi v6i moi phan tit z,y € M var € R:
fla+y)=f2)+ fy),
flrz) =rf(z).

Dong cau f dude goi 1a don cdu, toan cau hay ding cdu modun, néu anh xa tuong
ing 14 don anh, toan anh hay song anh. Tap hgp tat cd cac R-dong cau tut M vao
N dugce ky hieu la Homg(M, N).

Vi du 1.2. (i) Moi nhém Abel cong M déu c6 thé xem la Z-modun: V6i x € M va

n € 7Z tuy y, phép nhan v6i vo huéng duge xac dinh la

T+ ..+ (nlan ) néun >0
nr =<0 néun =0
(—z)+ ...+ (=) (-nlan) néun < 0.
(ii) Khong gian vecto la modun trén trudng.
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Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

(iii) Mot vanh R c¢6 thé xem 1a mot modun trén chinh né v6i phép nhan véi vo
huéng chinh 1a phép nhan cia vanh. Do d6 mot idéan trai (phai) ciia R 1a mot
R-modun trai (phai).

(iv) Néu R 1a mot vanh giao hoan va M, N la nhitng R-modun thi Homg(M, N)

la mot R-modun véi phép cong va nhan vo huéng xac dinh nhu sau:

(f +9)(@) = f(x) +g(x), (rf)(z)=r[f(z),

trong d6 f, g € Homgr(M,N), r € R, x € M.
(v) Cho I la mot tap khac rong. Giad st (M, )aer 1& mot ho cac R-modun. Ky
hieu M = [],.; M, 1a tich Dé-céc clia ho (My)aer. Khi d6 c6 thé xay dung phép

cong trong M va phép nhan v6i vo huéng nhu sau:
(xa>a61 + (ya)ael = (xa + ya>a617

7(Zo)acr = (ITa)acr,

v6i moi € R va v6i moi (Z4)acr, (Ya)acr € M. Hai phép toan vira xac dinh lam

cho M tré thanh mot R-modun. Bay gio trong M = [] ., M, ta lay ra mot tap con

ael
@D.,c; M, bao gom tat ca cac phan tit cia M v6i cac thanh phan bang khong hau
hét, chi trit mot s6 hitu han thanh phan c6 thé khac khong. Khi d6 v6i moi
(xa)aela (ya)ael € @ M,
ael
va véi moi r € R, bdi cac thanh phan clia = (T4)aer V2 ¥ = (Ya)aer bang khong
hau hét, trit mot s6 hitu han thanh phan c6 thé khac khong, nén x + y, rz ciing nhu

vay. Do do

x—i—yE@Ma, er@Ma.

acl acl
Vay @ad M, 1a mot R-modun con ctiia M, v né duge goi 1a tong truc tiép cia ho
cdc R-modun (My)aecr. Néu M, = N v6i moi « € I thi ta ky hieu @@,.; M, bdi
N,
Giao ctia mot ho cac R-médun con ctia M 134 modun con ciia M. Dac biét, néu

S 1a mot tap hop con ctia M thi giao clia tat ca cadc modun con chita S lai 14 mot
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Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

R-mddun con ctia M, goi la modun con sinh bdi tap hop S va S duge goi la mot hé

sinh ciia modun nay.

Dinh nghia 1.6. Mot R-modun M c6 mot hé sinh S doc lap tuyén tinh thi né

duge goi la mot modun tu do va tap S duge goi la mot co s6 ctiia M.

Vidu 1.3. (i) Vanh R 1a modun ti do trén chinh né véi co s6 {1}. Tong quét hon,
v6i I 1a mot tap chi 6 bat ki, RY) 1a mot R-modun tu do véi co sé {e;: i € I}, trong
do6 e; c6 thanh phan thit ¢ bang 1, cac thanh phan con lai bang 0. Co s6 nay dugc
goi 1a co sG tir nhien hay co s chinh téc ctia R,

(i) Méi khong gian vecto trén mot truong K déu 1a mot K-modun ty do, vi luon
c6 cd s0.

(iii) Vanh Zg tat ca cac 16p s6 nguyén thing du theo modun 6 1a mot Z-modun.
Tuy nhién, do 6 = 0 v6i moi T € Zg nén Zg khong c6 co sd va vi vay n6 khong phai

1 mot Z-modédun tu do.

Dinh nghia 1.7. (i) Cho R la mot vanh giao hodn. Mot tap hop A duge goi la
R-dai so, hay con goi 1a dai s6 trén R, néu A 1a mot R-modun va ton tai mot phép
toan hai ngoi

Ax A— A, (a,b)— ab,
goi 1a phép nhan, sao cho cac diéu kién sau duge théa méan:
r(ab) = (ra)b = a(rd),
c(ra+1'b) = rca+r'ch,
(ra+r'b)c = rac +r'be,

trong d6 r,7’ € R va a,b,c € A la nhiing phan t tuy ¥.

(i) R-dai s6 A dugc goi la dai s6 c6 don vi néu phép nhan trong A c6 don vi,
tiic 1a ton tai phan tit e € A sao cho ea = ae = a v6i moi a € A.

Trong luan vin nay ta chi xét dén khai niem dai s6 c6 don vi. Nhu vay ta c6 thé

xem cac R-dai s6 1a truong hop riéng ctia vanh.
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Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

(iii) Mot tap hgp con B ciia R-dai s6 A dugc goi la dai s6 con cia A, néu né la
mot R-modun con va déng doéi véi phép nhan ctia A.
Tuong tir nhu déi véi modun va vanh, ching ta c6 cac dinh nghia dai s6 con sinh

bdi mot tap hop cho trude va dong cau giita cac R-dai s6.

Vi du 1.4. (i) Dai s6 ma tran M, (K): Tap M,(K) gdom cac ma tran vuong cap n
trén truong K nhu da biét 1a mot K-khong gian vecto, phép nhan 13 nhan hai ma
tran théa méan cac diéu kién trong Dinh nghia 1.7. Do d6 M,,(K) 1a mot K-dai 6.

(ii) Dai 86 tu do sinh béi tap X: Cho K 1a mot truong va X = {z;: ¢ € I} 1a mot
tap doc lap, khong giao hoan va khong xac dinh trén truong K. Ta ky hiéu

K(X) hoac K(z;: i€ 1).

la tap cac da thiic véi cac bién khong giao hoan {z;} he s6 trén truong K. Trén
K(x;: i € I) ta dinh nghia phép cong va phép nhan tuong tu nhu cong va nhan ctia
vanh da thtic nhiéu bién Klz;: ¢ € I] nhung luu § réng céc bién x;,i € I giao hoan
v6i cac phan tit cia K nhung khong giao hoan v6i nhau. Khi do, K(z;: i € I) la
mot K-dai s6 va dude goi 1a K-dai so tu do sinh bdi tap X.

(iii) Dai 86 da thitc Laurent: Xét K-dai s6 tu do K (x,y) sinh béi X = {z,y} va
I = (zy —1,yr — 1) la idéan cha K(z,y). Khi d6, K(z,y)/I 1a mot K-dai s6. Dai
s6 nay duge goi 1a dai s6 da thitc Laurent, ky hicu 1a K[z, 271

(iv) Dai s6 Toeplitz: Xét K-dai s6 tu do K(x,y) sinh béi X = {z,y} va [ =
(yx — 1) la idean cia K {x,y). Khi d6, K{x,y)/I 1a mot K-dai s6 va dugce goi 1a dai

s6 Toeplitz.

1.2 Vanh don
Dinh nghia 1.8. Mot vanh R dudc goi la vanh don néu R chi c¢6 hai idéan tam
thuong 1a 0 va chinh né.

Vi du 1.5. (i) Moi truong la vanh don.
(ii) Cho vanh R va I la idéan cuc dai cua R. Khi d6, R/I la vanh don.
(iii) Cho K la mot truong, V' 1a mot K-khong gian vecto va R := Endg (V). Khi

13
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d6, R 1a vanh don khi va chi khi dimgV < +oo. Diéu nay duge xem nhu 14 hé qui
rat ra tuw Dinh 1y 1.2 va Vi du 1.6.

(iv) Vanh da thiic Laurent K[z, 2z '] khong 1a vanh don. That vay, cho da thic
f=1+2z¢€ K[z,z7!] vaxét idean I := (f). Néu K[z, z '] 1a vanh don thi ton tai

da thic g = > kx;, k€ K,m,n € Z sao cho g(1+z) = 1. Ta co:

l=g(l+2)= (Z k') (x4 1)

= Zn: kattt + Xn: kix'.

Tit dang thitc trén ta thiy ngay diéu vo li. Vay K[z, r~!] khong la vanh don.

(v) Cla,b] khong la vanh don. That vay, chon xy € (a,b) va xét ham f =z — zo,
dat I := (f). Gia st Cla,b] la vanh don, khi d6 ton tai ham g € C[a,b] sao cho
g(x — x9) = 1 v6i moi = € [a,b]. Tuy nhién, ta thiy ngay tai x = zg, vé trai clia
phuong trinh trén bang 0, vé phai bang 1. Dicu nay dan dén Cf[a,b] khong 1a vanh

don.

Meénh dé 1.1. Mot vanh R la don khi va chi khi véi moi 0 # a € R, ton tai mot

$6 tw nhién n va cdac phan ti i, vl € R sao cho: riart + ... + rpar!, = 1.

Chitng minh. Gia sit R 14 vanh don va 0 # a € R. Dat I = (a). Theo Bo dé 1.1,
I =" rmari:riri€ Ron € N}. Via € I nén I # 0. Do R la vanh don nén
I = R, suy ra 1 € I, nghia la ton tai mot s6 ty nhién n va cdc phan ti r;, 7} € R
sao cho: Y 1 rar; = 1.

Nguge lai, gid sit I 1 idéan khac khong ctia R, khi d6 ton tai 0 # a € I. Theo
gia thiét ton tai mot s6 tu nhién n va cdc phan t1t r;, ) € R sao cho:

1= Zrlar’l + ..+ rpar, €1
i=1

Diéu nay c6 nghia la I = R va do d6 R 1a vanh don. O

Ap dung Menh dé 1.1, ta thu dude ciu tric clia vanh giao hoan don.

Heé qua 1.1. Mot vanh giao hoan R la don khi va chi khi R la mot truong.

14
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Chitng minh. (<) Hién nhién.
(=) Gia stt R 1a vanh don va 0 # a € R. Theo Ménh dé 1.1 ton tai s6 tu nhien

n va cac phan ti 75,7 € R sao cho Y | mar: = 1. Do R la vanh giao hoén, néen ta

co: § : i
a(Zmr;) = Zamré = Zriarl'- =1.
i—1 i—1 i—1
Di¢u nay nghia la a c6 phan ti ngich ddo, hay R 1a truong. O

D6i véi 16p vanh khong giao hoéan, viéc xét tinh don ctia né khé khan va phiic
tap hon nhiéu. Dinh 1y dudi day cho ta mot phuong phap dé xay dung vanh don

“mdéi” tit vanh don da biét.

Dinh ly 1.2. Cho R la mot vanh. Khi d6 M,(R) la don khi va chi khi R la vanh
don. Dac biet, néu K la mot truong thi M, (K) la vanh don.

Ching minh. Trudc hét ta c6 nhan xét: Néu U 1a mot idéan ctia R, thi ro rang
M, (U) 1a mot idean ctia M,,(R). Néu U va B la hai idéan ctia R thi ta ciing dé dang
thay rang U = B khi va chi khi M, (U) = M,(B).

Gid stt R 1a vanh don va I 1a mot idean cia M, (R). Dét U 1a tap tat cd cac phan
tt mq; cla cac ma tran trong I. Khi d6 U la mot idéan ctia R. Ta sé chiing minh

I = M,(U). That vay, v6i bat ki ma tran M = (m;;) ta c6 dang thiic
EijMEk:l = mjkEil- (*)

trong d6 F;; biéu thi ma tran don vi chuan (4, 7). Giasit M € I. Néui = [ = 1, dang
thiic (x) cho thady m;xE1q € I va do vay mj, € U v6i moi j, k dan dén I C M, (U).
Ngugc lai, véi bat ki (a;;) € M, (U) ta ching minh (a;;) € I, tuong duong véi viec
chi ra a;;E;; € I v6i moi i, j. Do (a;;) € M,(U) nén ton tai M = (m;;) € I sao cho

a;; = myy. Khi d6 cho j =k =1, tut (*) dan dén:
a;; By = mu By = Eg M Ey.

Nhu vay ta chi ra duge I = M,(U). Vi R 1a vanh don nén U = R, do d6 theo nhan

xét G trén ta c¢6 [ = M, (U) = M,(R). Vay M, (R) la vanh don.
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Bay gio gia stt M, (R) 1a vanh don va U 1a mot idéan cia R. Khi d6 theo nhan
xét trén thi M, (U) la mot idéan cua M, (R). Vi M,,(R) la vanh don nén M, (U) =
M, (R), do d6 U = R. Vay R la vanh don.

Két luan cudi cliing ctia Dinh 1y suy ra tryc tiép tit phan ching minh tréen. O

Tiép theo ta sé trinh bay mot vai vi du khong tam thuong vé vanh don.

Vi du 1.6. Cho K la mot truong, V = @,°, e; K 1la K-khong gian vecto chiéu vo
han dém duge, R := Endg (V) va I := {f € Endg(V): rank(f) < +oo}. Khi do,
R/I 1a mot vanh don.

Chitng minh. Truée hét ta chiing minh 7 14 mot idéan. Gid st f,g € I va h € R.
Khi dé:

rank(f + g) < rank(f) + rank(g) < +oo,
rank(f o h) = rank(f(Im(h))) < rank(f(V)) < +oo,
rank(ho f) = rank(h(Im(f))) < 4oc.

Suy ra f+g¢g,foh,ho fel. Vay I la mot idéan.

Tiép theo ta ching minh I 1a idéan cyc dai ctia R. Gia st I thuc su chita trong
mot idéan J nao do6 cta R, khi d6 ton tai mot ty dong cau g € J\ I. Vig &€ [
nén rank(g) = +oo. Ta viét V = Kerg @ U va goi {uy, ug, ...} 1a mot co sd ctia U.
Khi d6 {g(u1), g(uz), ...} 1a mot he doc 1ap tuyén tinh, do dé ton tai f € R sao cho
f(g(u;)) = e;. Va nhu vay lai ton tai b € R sao cho h(e;) = u;. Cudi cung ta c6
fogoh(e;) = f(g(u;)) = e;. Diéu nay c6 nghia la J = R hay I 1a idéan cyc dai clia
R. Theo Vi du 1.5(ii), R/I 1a vanh don. O
Vi du 1.7. Cho K la mot trudng tuy y. Dat Ry = K va R; = My (K)(i > 0).

Ta c6 thé xem R; la mot vanh con clia R;,; bang cach dong nhat mot ma tran

\ M 0 .
M € R, = Myi(K) v6i phan tit € Riy1 = Myini(K). Bang cach xay dung
0 M

do6, ta c6 mot chudi cac vanh don

RO gRl gR2 g cey

Dat R = U;>1 R;. Khi d6 R la mot vanh don.
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Chittng minh. Cho [ 14 mot idéan khéac 0 cia R. Khi d6 I N R; # 0 v6i moi ¢ va
I N R; la mot idéan trong R;. Do R; la don nén I N R; chita [ vavivay [ = R. [

1.3 Dai sé Leavitt

Dinh nghia 1.9. Mot vanh R dugc goi 1a théa man tinh chat IBN (Invariant Basic
Number) néu:
RYR =i=j
trong d6 4,5 € N, R, R/ dugc xem la cac R- modun.
Trong [6, Chapter 1], T. Y. Lam da cung cap cho chiing ta nhiéu 16p vanh thoa
maén tinh chat IBN, chang han cac vanh giao hoan, cac vanh Noether mot phia. Tuy
nhién vAn c6 nhitng vi du vé vanh khong théa méan tinh chat IBN. Dé thay dugc

diéu nay ching ta can bo dé sau:

Bo6 dé 1.2. Cho R la mot vanh va m,n € N. Khi d6, R™ = R"™ néu va chi néu ton

tai x5,y ciua R sao cho:

invyvk = 57,k (7'7 k= 1>m)a

thuxuj = 5hj (ha] = 17 n)
Chitng minh. Gia st R™ = R". Khi d6 ton tai cac dang cAu modun
¢ € Homgr(R™, R"), ¢ € Homgr(R",R™)

sao cho
woqb:idRm, ¢O¢:’Lan

Diéu nay xay ra khi va chi khi ton tai hai ma tran m x n vd n x m heé s trén R

T11 T2 0 Tin
To1r Ta2 1 Ton
Tm1l Tm2 " Lmn
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va
Yii Y12 0 Yim
Y21 Y22 - Yom
Yn1 Tnp2 - Lnm
thoa man
T11 X112 0 Tin Y1 Y12 0 Yim I 0 -+ 0
To1 X2 - Top Y21 Y22 - Yom 0 1z --- O
Tm1l Tm2 - Tmn Yn1 Tp2 - Lnm 0 0 e ]-R
va
Y11 Y12 0 Yim T11 T12 o Tip I 0 -+ 0
Y21 Y22 " Yom To1 T2 . Top 0 1z --- O
Yn1 Tp2 - Lnm Tm1 Tm2 - Lmn 0 0 o ]-R

Thyc hién phép nhan ma tran thong thuong ta cé thé viét lai nhu sau
R™" = R" m,n>1

néu va chi néu ton tai 2mn phan tt x;;,y;; € R sao cho:

invyvk = 5Zk (7'7 k= 17m) (*)

thuxuj = 5hj (ha] = 1,—71) (**)

Vi du 1.8. Cho K 1a mot trudng, V = @77, ¢;K 1a K-khong gian vecto chiéu vo
han dém dugc va R := Endg (V). Khi d6 R = R? (nhu cac R-modun).
Chitng minh. Chon cac f1, f2, 91,92 € R nhu sau:

fi(ei) = ez, fales) = eziga
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gi(e2) = e, gi(eziy1) =0
g2(€2i41) = €i, galeg;) =0
Ta c6 thé dé& dang kiém tra dudc cac phuong trinh sau day:
(fiogi + f20g2)(e;) = e; Vi,
g1 0 filei) = ei, g2 0 fale;) = e; Vi,
g10 fa(e;) =0, goo fi(e;) =0 Vi.

Suy ra fiogi+f2092 = 1r, g1of1 = 1r, g20f2 = 1r, giofa(ei) = Or, g20fi(ei) = Or.
Diéu nay c6 nghia la cac phan tit fi, f2, 91,92 € R théa man phuong trinh (*) va
(**) v6i m = 1,n = 2. Theo Bo dé 1.2 ta c6 R = R2.

Bé6 dé 1.3. Cho R la mot vanh. Khi dé R ¢6 mot trong hai tinh chit sau day:
(i) R c6 tinh chat IBN.

(ii) Ton tai cap (m,n) € N? bé nhdt theo quan hé thi tu ti dién sao cho R™ = R™.

Mot vanh R théa man tinh chat (i) trong B6 dé 1.3 duge goi la vanh co kicu
modun (m,n). Chang han c6 thé thay ngay vanh R xac dinh trong Vi du 1.8 ¢6 kicu
modun (1, 2).

Tit Bo dé 1.2, trong [8] Leavitt da xay dung mot 16p cac K-dai s6 ¢6 kiéu modun

(m,n). Cu thé nhu sau:

Dinh nghia 1.10. Cho K la mdt truong, dat

B = K<.T11, coos Tlns o5 Tmly ooy Tns Y115 -+ Ylms -5 Ynd -+ ynm)

13 K-dai s6 tu do sinh bdi 2mn bién khong giao hoan. Dat

1= (Z LivYvk — 57Lk7 Z yhuxuj - 5hj)

ik=1 h,j=1

A= BJ/I.
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Khi dé tap {7;;,7;} théa man cac phuong trinh nhu (*) va (**) 6 trén. Do vay,
A™ = A" nhu la cac A-modun.
Dai s6 A xay dyng nhu trén dugc goi 1a Dai s6 Leavitt, ky hieu 1a Ly (m,n).
Két qua dudi day da duge ching minh béi Leavitt (xem [9]) vao nam 1965. Sau
do, P.M. Cohn da ching minh lai theo mot phuong phap khac trong [5]. Chiing to6i
sé khong trinh bay ching minh clia két qua nay & day bdi vi né sé dude xem nhu

hé qua rat ra tit Dinh 1y 2.1 trong Chuong 2.

Dinh 1y 1.3. Cho K la mét truong va n > 2 la mét so tu nhién. Khi dé Ly (1,n)

la mot vanh don.

Luu ¥ rang khang dinh trén khong con ding véi n = 1. That vay, dé thiy rang
Li(1,1) & Klz,27'] va theo Vi du 1.5(iv), K|[z,z~!] khong 1a vanh don. Do d6
Lk(1,1) cing khong 1a vanh don.
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Chuong 2

DAI SO PUGNG DI LEAVITT

Muc tiéu ctia chuong nay 1 chitng minh lai mot két qua ctia Abrams va Aranda
Pino vé diéu kién can va du dé dai s6 duong di Leavitt 13 mot vanh don ([3, Theorem
3.11]). Muc dau trinh bay céch xay dyng va mot s6 tinh chat co ban clia dai s6 dudng
di Leavitt dua trén cac tai lieu [3] va [10]. Muc 2 trinh bay ching minh két qué noi
trén clia Abrams va Aranda Pino va dic biét sé dua ra cac phép chiing minh ngin

gon hon so véi chitng minh gbc ctia Abrams va Aranda Pino.

2.1 Dai s6 dudng di Leavitt

Dinh nghia 2.1. Mot do thi E = (E°, E',r, s) bao gom hai tap hitu han E° E' va
cac ham r,s : B! — EY. Cac phan tt cia E° duge goi 1a dinh va cac phan tit clia
E' duge goi canh. D6i v6i mdi canh e, s(e) = v duge goi 1a goc va r(e) = w duge
goi la ngon cia e.

Mot duong p trong do thi F la mot chudi cac canh p = e;...e, sao cho r(e;) =
s(ej41) Vi = 1,n. Trong truong hop nay, ta néi s(p) = s(er) va r(p) = r(e,),n la do
dai cia p, ki hieu 1a [p|. Ta quy uéc cdc dinh trong E° c6 do dai bang khong.
Dinh nghia 2.2. Cho K 1a mot truong va E = {E° E',r, s} 1a mot do thi. Dai sé
duong di Leavitt ciia E vdi hé so trén K, ky higu boéi Ly (F) 1a mot K-dai s6 véi he
sinh 1a {v,e,e*: v € E° e € E'} va théa man cac dong nhét thiic sau:
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(1) vw = v ¥V v,w € EY,

(3) e*f = 6efr(f) v e>f € E17
(4 v = D cmse) = v e Vv € Esao cho s~ (v) # 0.

Chu y 2.1. Ta c6 thée xay dung dai s6 duong di Leavitt clia mot do thi biang con
duong nhu sau: Xét K-dai s6 tudo Ap = K{v,e,e*: v e EY e € E'). Goi [ 1a idean

clia Ap sinh bédi cac phan tit c6 dang:
(1) vw — v ¥V v,w € EY,
(2) e —er(e),e — s(e)e,e* —r(e)e*, e —e*s(e) Ve e B,
(3) e f = besr(f) Ve, f € EY
(1) v = Do c it s(e) = vy €€ Vv € E? 520 cho s71(v) # 0.

Khi d6 Ly (E) = Ag/I. V6i cach xay dung nay, dai s6 L (F) c6 tinh chat phd dung
theo nghia: Néu A 1a mot K-dai s6 sinh béi tap {ay, be,ce: v € E° e € E'} thda
man (1), (2), (3), (4) nhu trong Dinh nghia 2.2 thi ton tai duy nhat mot K-dong cau
dai 86 ¢ : Lg(FE) — A sao cho ¢(v) = a,, é(e) = b, ¢p(e*) = cex v6i moi v € E° va
e e B

Hon nita, moi phan tt ctia tap {v,e,e*: v € E,e € E'} C Ly (FE) déu khéac khong,
diéu nay sé dudce lam ré trong Meénh dé 2.1 dudi day. Trude hét ta xét mot vai dai

s6 quen thuoc c¢6 dang Ly (E) d6i véi mot sé6 do thi F.
Vi du 2.1. (i) Dai s6 ma tran M, (K): Cho do6 thi £ xac dinh béi
E°={vy,...,v.}, E' = {e1,...,en1}

va

s(e;) = v, 1m(e;) = vig1 YVi=1,n— 1.
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€1 €9 €n—1

Hinh 2.1:
Khi d6 Lg(F) = M, (K), thong qua anh xa ¢ :
vy = By, e Eypq, ef = By

(6 d6 Ey; biéu thi ma tran don vi chuan (4, 5) trong M, (K)). Dé gidm su phtic tap
trong tinh toan, ta sé kiém tra véi n = 3.

V6i cach xac dinh trén, ¢ 14 mot dong cau. Hon nita:
Ei3 = EiaEay = p(e1)p(e2) = p(erez)

Es1 = Es By = p(e3)p(er) = p(ezeq).
Diéu nay c6 nghia 1a v6i moi F;; € M3(K), ton tai a € Lk (F) sao cho ¢(a) = Ej;.
Do dé6 ¢ 1a toan cau.
Tiép theo ta chiing minh ¢ 1a don cau. That vay, cho a € L (F) sao cho ¢(a) = 0.
Khi dé ta viét o dudi dang:

3 2 2
o= Z kiv; + Z hie; + hsejeq + Z lief + lsese],
i=1 i=1 i=1
Vi ki, hiyl; € K. Vi p(a) = 0 nén ta c¢6

3 2 2
Z kiEii + Z hiEiiv1 + haErz + Z liEiv1i + 3E3 = 0.
i=1 =1 i=1
Diéu nay suy ngay ra rang k; = h; = [; = 0. Vay Ker(y) = 0. Dan dén ¢ la don
cau.
Tit chiing minh trén ta thu duge ¢ la dang cau.
(ii) Dai s6 da thitc Laurent K[z, 27']: Cho d6 thi £ xac dinh bdi

E° = {v}, E' = {e}.
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Hinh 2.2:
Khi d6 Lg(F) = K[z,x~!]. That vay, anh xa
¢ : K{v,ee*) = Kz, 2™
v 1
e~

e* !

14 mot toan cau. Hon nita:
p(v* =) = pW)pv) —pv) =11-1=1-1=0

ple—ev) = ple) — ple)p(v) =z —zl =z — 2 =0
ple —ve) = ple) — p(o)ple) =z — Lo =z —z =0

plce —v) = p(e)ple) — p(v) =2 'w —1=1-1=0
o(v—ee*) = p(v) — ple)pe’) =1 —az ' =1—1=0.

Suy ra I = (v —v,e —ev,e —ve,e*e —v,v — ee*) C Ker(p). Do d6, theo tinh chét

phd dung ctia Ly (E), ¢ cdm sinh dong cau 3 : Ly (E) — K[z, 27!] sao cho

Mit khac ta ¢c6 anh xa ¢ : K(z, 27 ') = Lg(FE)
1=
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14 mot toan cau. Hon nita,
Yzt —1)=ce* —v=0, Y@z -1 =ce—v=0.
Do d6 1 cdm sinh dong cau

Y Klz,27'] = Lg(E)

sao cho: ¥(1) = ¢(1) = v, P(z) = ¢(x) = ¢, P(z7') = P(a7') = e*.
Kiém tra dugc: ¢ 0§ = idp, (p), po Y = idgps 1. Vay L (E) = Kz, z71].
(iii) Dai 86 Leavitt Lg(1,n) v6i n > 2: Xét do thi F xac dinh boi

E° = {v}, E' = {e,...,e,}.

Hinh 2.3:

Lap luan tuong tu Vi du 2.1(ii), ta ching minh duge Li(E) = Lg(1,n), thong qua
anh xa:

o K(v,eq,...,en,€7,...,er) = Li(1,n).
v 1
e — T
e =y
(iv) Dai s6 Toeplitz K (x,y: yxr = 1): Xét do thi E xac dinh béi
E° = {v,w}, E' = {e, f}
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va

Hinh 2.4:
Khi d6 Lg(F) = K(x,y: yr = 1). That vay anh xa
v: K{(v,w,e, f,e* f*) = K(x,y: yr = 1)
v Ty
w—1—2ay
e — Tay
f—=x—zxy
e’ — xyy
o=y —ayy
1a mot dong cau. Mit khac, ta co:
plow) = p(v)p(w) = zy(l — ry) = 2y — vyry = vy — vy = 0,
Tuong ti, ta nhan dugc:
p(v® —v) =0, p(w? —w) =0, p(e —ve) =0, ple —ev) =0
o(f —vf) =0, o(f = fw) =0, p(e'e —v) =0, o(f*f —w) =0
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p(e"f) =0, p(ffe) =0, p(v—ee” = ff) =0.
Cac dang thiic trén chi ra rang I = (vw,v? — v,w* — w,e —ve,e —ev, f —vf, f —
fw,e*e —v, f*f —w,e*f, fre,v — ee* — ff*) C Ker(p). Tit d6, theo tinh chat pho
dung, ¢ cadm sinh mot dong cau gitta cac K-dai s6.
P Lg(E) = K(z,y: yr = 1)
sao cho p(v) =2y, B(w) =1 —xy, Ple) = zxy,

P(f) =2 — vy, Ple’) = 2yy, P(f*) =y — 2yy.

Xét K-dong cau dai sd
v K(z,y) = Lr(E)

nhu saw: Y(z) =e+ f, Y(y) =€+ f* va (1) =v+w. Ta co:
Yyr—1) ="+ f e+ f)—(v+w)=¢€e+ f'f—v—w=0.

Do d6 1 cAm sinh mot dong cau ¥ : K(z,y: yz = 1) — Lx(FE) sao cho:

) =e+f, dy)=c + [ (1) =v+uw.

Hon nita, @o =id, Yop =1id. Vay Lg(F) = K{x,y: yr = 1).

Ta ky hicu (E')* := {e*: e € E',s(e) =r(e*),r(e) = s(e*)}. V6i p=e;...e, € F,
ta ky hieu p* = eX...el va v* = v v6i moi v € E°. Ta goi cac phan tit cia E' 1a canh

thyc va cac phan tit cia (E')* 1a canh 4o. Khi d6 ta c¢6 Ménh dé sau:

Meénh dé 2.1. Cho E la mot do thi va K la mot truong. Khi dé, dai s6 duong di
Leavitt L (E) c6 nhiing tinh chat sau:

(i) Moi phan ti cia tap {v,e,e*: v € E° e € E'} déu khdc khong.
(i) Néu k la mot phan ti khdc khong cia K thi kv # 0 vdi moiv € V.

(iii) Moi don thic trong Lk (E)cé dang kpg* véi k € K, p,q la cic duong trong E
sao cho r(p) = r(q).
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(iv)

pq=

0 trong cac truong hop khdc

vdi p,q la hai duong bat ky trong E.
Chitng minh. (i) Ta sé xay dyng mot K-dai s6 sinh bdi cdc phan tit khac khong
va théa man cac dong nhat thice (1), (2),(3),(4) nhu trong Dinh nghia 2.2. Cho
Z = KW 1a tdng truc tiép dém dudc céc ban sao cia K. V6i mdi e € E',v € E°

dat A, .= Z va
) Bs(e)=vAe 1éu 0 < |s7Hv)] < 00
Z néu |s~'(v)| = 0.

Ta c6: A, =2 Ay = A, =2 Ay Ve, e, v,0 € E vi ching déu la tdng truc tiép dém
duge cac ban sao ctia K. Dat A := @,cpoA,. V6i mdi v € E°, dat

T, : A, — A,
13 anh xa dong nhat va md rong né thanh mot dong cau

T,:A— A
bang cach dinh nghia T, = 0 tréen A © A,. Tuong tu nhu vay, véi mdi e € E', chon
mot déng cau

T, : Apey = Ac C Ay
va cling mé rong thanh dong cau
T.:A— A
bang cach dinh nghia T, = 0 trén A © A,. Cudi cuing ta dinh nghia
T.-:A— A

bing cach lay dang cau

Te_1 A, C As(e) — Ar(e)
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va mé rong thanh

Te*:A_>A

bang cach dinh nghia T, = 0 tren A & A.. Dat T 1a dai s6 con ctia Homg (A, A)
sinh béi tap {T,,T., T.: v € E° e € E'}. Theo cich dinh nghia, cdc phan ti sinh

ctia T théa man cac dong nhat thic sau:
(1) Ty o Ty = 60T,
(2) T. = Tyeyo T = T, 0 Toe,
(3) Tex o Ty = besToy),
(4) Ty = X e sy To 0 Tov.
Khi d6, do tinh pho dung clia L (FE) ton tai K-toan cau dai sd
¢:Lg(E)—=T
v T,
er— T,
e > T

R6 rang T, 7., T.- 1a cac dong cau khac khong, vay ta c6 diéu can chitng minh.
(ii) Véi moi v € E°, ta biéu dién A, = K & M, v6i M 1a K-modun nao d6. Khi

do, v6i moi k € K*, ta co:
e(kv)(1,0) = kT,(1,0) = T,,(k,0) = (k,0) # 0.

Do dé kv # 0 v6i moi v € E° k € K*.
(iii) va (iv) dé dang suy ra ngay tit khang dinh e* f = 4, ;r(e) v6i moi e, f € EL.
0

B6 dé 2.1. Cho E la mot do thi va K la mot truong. Khi dé Ly (E) la mot K-dai

s0 ¢6 don vi va phan ti don vi la Y, pov.
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Ching minh. Gid st E° = {vy,...,v,} v
o = Z kiUZ‘ + Z >‘j
i=1 j=1

la da thic trong Ly (F), trong d6 k; € K, )\; ¢6 dang (iii)nhu trong Menh dé 2.1.
Ta ching minh: "  v; 1a don vi clia Li(E). That vay, ta c6

n

(;vi)a: (évz)(ékzvz—kikj)

n n n

— (sz)(zizkwl) + (Zvi))‘l + .ot (Zvi))\m

i=1 =1 =1

:Ulikivi+...+Unzn:k}ﬂ}i+)\1+...+)\m

i=1 i=1
n m
= E k)ﬂ)i -+ E )\j = .
i=1 j=1

Tuong ti ta cling ¢6 a( S vi) =a. Do do6 Y, v; 1a don vi clia Li(FE). d

Dinh nghia 2.3. Mot canh e dugce goi la 107 ré ctia dudng p = e;...e, néu ton tai
i €{1,...,n} sao cho s(e) = s(e;) va e # e¢;.

Mot duong dong tai v 1a mot dudng p = e;...e, v6i n > 1 va théa man s(p) =
r(p) = v. Ky hiéu tap cac duong dong tai v 1a CP(v).

Mot duong dong don tai v 1a mot duong dong tai v: p = e;...e, sao cho s(e;) # v
v6i moi ¢ > 1. Ky hiéu tap cac dudng déng don tai v 1la CSP(v).

Mot chu trinh la mot dudng p = e;...e, sao cho s(p) = r(p) va s(e;) # s(e;) voi
moi ¢ # j.
Bo6 dé 2.2. Vdi moi p € CP(v), ton tai duy nhit cy,...,c,, € CSP(v) sao cho

P = C1...Cm.

Chitng minh. Viét p = e;,...¢;,. Dat T ={t € {1,..,n}: r(e;) = v} vat; < .. <

tm = n 1 tap tat ca cac phan ti cia 7. Khi d6 ¢, = €y--€iy VA Cj = €y, VOI
7 > 1 ta c¢6 duge sit phan tich treén.
Dé chitng minh céch phan tich trén 13 duy nhat, ta gia st
p=ci...c, = di...dg (*)
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trong d6 ¢;,d; € CSP(v) sao cho |p| = Y7, |es] = Y77, |d;|. Khong mat tinh tong

quat, gid stt r < d. Nhan ¢} vao bén trai hai vé cta (*), ta nhan dugc
VCs...Cr = O¢y 4y da...ds.
Vé trai ctia dang thic trén khac khong néen Ocy,dr = 1 hay ¢y = d;. Do d6 ta co
Cy...Cr = doy...ds.

Nhan vao beén trai hai vé clia dang thitc trén véi ¢}, va lap luan tuong tu ta c6 duge

¢y = dy. Lap lai qua trinh trén ta thu dude ¢; = d;, Vi = 1, 7. Khi d6, néu r < d thi
pl= Y kel = Y1l < X1yl = I
i=1 i—1 =1

Di¢u nay mau thudn dan dén r = s. Ta c¢6 diéu can chiing minh. O
Bb6 dé 2.3. Cho do thi E, khi dé cic diéu kién sau la tuong duong:

(i) Moi chu trinh déu cé6 mot loi ré;

(i) Moi duong déng déu cé6 mot 16i ré;

(iii) Moi duong déng don déu cé mot 16i ré;

(iv) Vdi moiv € E°, néu CSP (v) # 0 thi ton tai c € CSP (v) c6 mot 1o ré.

Ching minh. (ii) = (iii) = (i) 14 d& thay theo dinh nghia va (iii) = (iv) I hién
nhién.

(i) = (ii). Xét p € CP(v). Trude tién, theo Bo dé 2.2 ta c6 thé phan tich p =
C1...Cm, VOI ¢; € CSP(v), va ta xét ¢p,. Néu ¢, 1a mot chu trinh thi theo (i) ta c6
thé tim dugc cho ¢, mot 16i ré va do dé tim duge mot 16i ré cho p. Nguge lai, néu
Crm khong 13 mot chu trinh, ¢, sé di qua mot dinh (khéac v) thude né nhicu hon mot
lan. Viét ¢, = e;...e5 vOi e; € E' va dit ey, 1a canh sau cing trong so6 nhiing canh e;
ma s(e;) € {s(e;): 1 <i < s,i+# j}. Do do, ton tai s; < sg sao cho s(ey,) = s(es,).
Ta ¢6 cac truong hop sau:

Truong hop 1: e5, = e, va 5o < s. Khi d6 r(es,) = r(es,), do d6 s(esy41) =

s(es,+1), mau thuan véi cach chon eg,.
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Trudng hop 2: e,, = e, va sp = s. Nghiala s(eg, 11) = r(es,) = r(es,) = r(es) = v,
diéu nay khong thé xay ra vi ¢, € CSP(v).

Truong hop 3: ey, # e,,. Trong truong hgp nay, e,, 13 mot 16i ré cia ¢, va do d6
né6 la 16i 1é cia p.

Trong mdi truong hop, ta tim thay sy mau thuan hodc tim duge 16i ré cho p.

(iv) = (iii). Xét ¢; € CSP(v). Béi gia thiét ta tim duge ¢ € CSP(v) c6 mot 16i ré.
Néu ¢; = ¢, thita co diéu can chitng minh. Néu khong, ta viét ¢; = e;...e5, ¢ = fi...f»
va tiép tuc thuec hién cac bude sau:

Budc 1. Néu e; # f; thi tu s(e;) = s(f1) = v ta c6 f; 1a mot 16i ré clia ¢;.

Budc 2. Néu e; = f1 thi r(ey) = r(f1), do d6 s(es) = s(fa).

Budc 3. Néu ey # fo thi tuong tir Bude 1, fo 14 mot 16i ré cia c;.

Bué6c 4. Néu ey = f, thi ta tiép tuc lam nhu Buée 2.

Véi qua trinh nay, ta hodc sé tim duge mot 16i ré cho ¢; hodc sé xdy ra mot trong
hai truong hop sau:

Trusng hop 1: ¢; = cyey...e; véi t < 5. Nhung dicu nay 1a khong thé vi s(e;) =
r(c2) = v va ¢; € CSP(v).

Truong hop 2: ¢ = c¢1f,...f, v6i ¢ < r. Truong hop nay ciing khong thé xay ra
v6i cach 1ap luan nhu trén.

Trong bat ki truong hop nao, ta déu tim thay sy mau thuin, diéu nay ciing c6

nghia 13 luon tim duge mot 16i ré cho c;. O

2.2 Tinh don ctia dai s6 dudng di Leavitt

Theo Ménh dé 2.1(iii), méi don thiic clia Ly (FE) déu c6 dang kpg* v6i k € K va
p, q la dudng trong F sao cho r(p) = r(q). Bay gi¢, mot don thic trong L (E) duge
goi 1a duong thuc (realpath) néu né c6 dang kp v6i k € K va p 1a mot dudng trong
E. Mot phan tit ctia Ly (E) dugde goi 1a mot da thiic chi c6 canh thie néu no 1a tong
hitu han ctia nhitng dudng thuec.

B6 dé 2.2 noi rang: V6i moi p € CP(v), ton tai duy nhét cy, ..., ¢,, € CSP(v) sao

cho p = ¢;...¢,,,. Khi d6, chi s6 m trong phan tich nay duge goi 1a bac lap lai (tai
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v) cta p, ky hieu la RD(p) = RD,(p) = m. Ta quy uéc RD,(v) = 0, va véi mot da
thic khéc khong dang > ksps, ta quy uéec RD(D ksps) = maz{RD(p;)} trong do
ps € CP(v) U{v} va ks, € K*.

Trong [3], Abrams va Aranda Pino da chiing minh dugc khang dinh sau: Trong
mot do thi ma moi chu trinh clia né déu cé mot l6i ¢, néu o € L (E) la mot da
thiic chi c¢6 canh thuc khdc khong thi ton tai a,b € Ly (F) sao cho aab € E°.

Ho da chiing minh két qua néi trén theo cach nhu sau:

+) Quy a vé da thitc chi ¢6 canh thiyc ma moi don thiic clia né déu c6 diem goc
va ngon la v.

+) Tién hanh lien tiép qua trinh gidm bac ldp lai tai v ctia da thiic d6 cho dén
khi bac lap lai bang khong.

Bay gio chiing t6i sé dua ra mot cach chiing minh khéac, don gidn hon cho két

qué néu trén.

Bo dé 2.4. Cho K la mot truong va E 1o do thi ma moi chu trinh cia né déu co
16i ré. Néu o la mot da thic chi c6 canh thuc khdc khong thi ton tai a,b € Li(E)

sao cho aab € E°.

Ching minh. Xét: .
= Z kipi

=1
la da thitc trong Ly (E), 6 d6 k; € K*, p; 1a cac dudng thyc phan biet. Khong mat
tinh tong quat, ta c6 thé coi s(p;) = w,r(p;) = v, Vi = 1,n. Gia st p; 1a dudng co
do dai ngan nhat trong cac p;. Do p; # p; v6i moi i # j nén ap dung Menh dé 2.1
(iv) ta c6

pia=>_ kipipi = kipipi + .. + kapipa

i=1

= kv + hots + ... + hppay,, hy € K*,m <n.

Chi ¥ 1a a; € CP(v), theo B8 dé 2.2 ta c6 oy = V...l ¥ € CSP(v). Ta ¢b dinh

2
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mot ¢ € {cgl): i=2,m}, va viét o; = c"g;, trong d6 n; € N va

v
q; =
d;q;, véic#d; eCSP(v), ¢ €CP(v).

bat k = max{n;: i = 2,m}. Ta c¢6

(¢ )i néu ¢ = v

(¢ o=
0 néu ¢; = diq..
Suy ra
(cVepia = () (kv + haag + ... + hpnauy)
= k()0 + ho(c)Fag + ... + hp(c)Fam,
= k() + . 4+ () + h

= P(c")c" + hv (*)

trong d6 0 < k — j < k, P(c*) la da thic cia ¢* va h € K*.
Do moi chu trinh déu c6 16i ré, nén theo Bé dé 2.3, ¢ ¢6 161 ré gia sit 1a . Diéu
nay c6 nghia 1a néu ¢ = e;...es thi ton tai j € {1,...,s} sao cho s(e;) = s(eg) va

e; # eo. Dat z :=e;...ej_1€¢ ta c6 ¢*z = 0. Khi do, tit (%) ta nhan dugc
(c)rpraz = (P(c*)c* + hv)z = hz.
Nhan vao bén trai dang thitc trén véi h~12* ta co
htz*(c)rptaz = hl2*he = h the*z = r(2) € E°.

Néu dit a := h~12*(c*)*p} vi b := 2 thi a, b 14 hai phan ti can tim . O

Tit Meénh dé trén ta c6 ngay hé qua sau:

Hé qua 2.1. Cho K la mot truong va E la do thi ma moi chu trinh ciia né déu co
161 ré. Néu J la mot idéan cia Ly (E) va chita mot da thic khdc khong chi cé canh

thue thi BN J # 0.
Dinh nghia 2.4. Cho d6 thi E, tap con H C E° va v,w € E°.
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(i) v < w néu va chi néu v = w hodc ton tai mot duong p sao cho s(u) = v va
() = w.

(ii) Tap H dugc goi la di truyén néu v € H vav < w thi w € H.

(iii) Tap H dugc goi 1a bio hoa néu véi s~(v) # 0 va {r(e): s(e) = v} C H thi
veH.

Ta dé dang thay rang véi moi do thi £, tap E° luon c6 hai tap di truyén va bao hoa

1a E° va (). Ta goi chung di truyén va bio hoa tam thuong.
Vi du 2.2. (i) Cho db thi E xéc dinh béi

E°={vy,..,v.},E' ={e1,...,en_1}

8(62‘) = Uy, 7”(62-) =vy1 Vi=1,n—1.

Gia st H # () 1a tap di truyén va bao hoa trong E°. Chon v; € H. Vi H 1a tap di

truyen nén ta c6 vi1,...,v, € H.

Mat khac, do tinh bao hoa cua H va v; € H nén ta c6 v;_1 € H. Quy nap ta co
Vi_1,...,v1 € H. Vado vay H = E. Diéu nay c6 nghia la khong ton tai tap di truyén
va bao hoa khong tam thuong trong E.

(ii) Cho db thi xc dinh béi

E° = {v}, E' = {e,...,e,}.

RG rang 1a E chi ¢6 tap di truyén va bdo hoa tam thuong.

(iii) Cho do thi x4c dinh bdi

E° = {va}v E' = {eaf}

Khi d6 néu dat Hy; = {v}, Hy = {w} thi ta c6 thé kiém tra duge:
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+) H; khong 1a tap di truyén nhung 1a tap bao hoa.
+) Hs 1a tap di truyén va bao hoa.

B6 dé 2.5. Néu J la mot idéan cia L (E) the J N E® la tap di truyén va bio hoa
cta E°.
Chitng minh. Trudc hét ta chiing minh J N E° 1a tap di truyén. Xét v, w € EY sao

cho v € J vi v < w. Ta can chiing minh w € J N E° hay w € J. Do v < w nén ton

tai duong p = py...p, sao cho s(p) = v va r(p) = w. Ta cé:
pivpn = pypn = () = s(p2) € J,

p3s(p2)pe = piape = 1r(p2) = s(ps) € J.

Lap lai qua trinh trén n lan ta nhan dugc:

finS(Hn) b = finftn = 7(pp) = w € J.

Bay gio ta sé chi ra J N E° 1a tap bdo hoa: Xét v € F sao cho s71(v) # 0 va
{r(e): s(e) = v} C J. Khi do6, vi s7}(v) # 0 nén v = 3

ces—1(y) €€ V1 moi e xuat
hién trong tong nay déu c6 r(e) € J va vi J la idéan nén e = er(e) € J, suy ra

ee* € J. Do d6, v="> ee* € J. Vay E N J la tap bao hoa. O

e€s—1(v)

Chi y 2.2. (1) Trong [3, Lemma 1.7], Abrams va Aranda Pino da dua ra mot cau
tric Z-phan bac cho Lk (E) nhu saw: Lg(E) = @nez Lk (E),, trong do:

Lig(E)y=KE° + Ay, Lg(E), = A,,n #0,
An =2 {kpg": |pl — gl = n}.
(2) Hai B6 dé 2.6 va 2.7 (dudi day) dong vai trdo quan trong trong phép ching
minh ctia Dinh 1y 2.1 (bén duéi). Ching duge Abrams va Aranda Pino chiing minh

dira trén phan bac néi trén. Bay gio ching toi chitng minh lai cdc két qua d6 ma

khong dita vao cau tric Z-phan bac nay.

Bo dé 2.6. Cho K la mot truong va E la do thi théa man hai tinh chat sau:
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(i) E° chi c6 tap di truyén va bao hoa tam thuong.
(ii) Moi chu trinh deu cé mot 167 ré.
Khi dé, moi idéan khdc khong cia Ly (E) deu chita mot da thiic chi cé canh thuc.

Chitng minh. Abrams va Aranda Pino chiing minh két qua nay dua vao Z-phan
bac clia L (F) thong qua cac bude nhu sau:

(+) Céc tac gid dinh nghia bac do (ghost degree) cho mdi phan tit trong Ly (E):
Bac 4o cta da thic a = Y1 | kipigf € Lk (E) 1a max{|q|: i =1,n}.

(+) Cac tac gid xét phan tit a # 0 v6i bac 4o nhé nhat trong mot idean khac
khong cho truge. Néu bac do ciia a bang khong thi ching ta c6 ngay diéu can chiing
minh. Ngudc lai bang cach lam gidm bac 4o clia «, cac tac gid dua dén mot mau
thuan.

Bay gio ching t6i sé¢ dua ra mot phép chiing minh khac cho két qua nay.

Gié st 0 # J la idéan cia Lg(F). Ta ching minh J chita mot da thic o # 0
chi chia canh thuc. That vay, gia st khang dinh nay khong ding, ttic 1a moi da
thitc khac khong trong J déu c6 canh &o. Ta c6 thé chon mot da thic 0 # a =
p1gi + ... + paq) € J sao cho:
+) d=min{n|Ja € J: a =pi1gf + ... + Puq}},
+) (a1, - |ga|]) € N¢ 12 nhé nhat theo quan he thit ty tir dién.

Chit y 1a mot da thic bat ki trong Lg(E) c6 thé viét dudi dang sau o =
> i (ZZZI o, ), trong d6 v6i méi j cho trude, oy, 1a nhing dudng c6 chung diém
gbc va diém ngon. Vi tinh cuc tiéu ctia d nén khong méat tinh tong quat, ta c6 thé
gid st rang:

s(pi) = v, s(@) = w.

Hon ntta, v6i moi e € B, ta c6 ae = (p1g} + ... + paq;)e = 0. That vay, theo gia

thiét ton tai i € {1, ...,d} sao cho |¢| > 0. Viét ¢; = f;,...f;, ta co:

0 néu e # fi,
S néu e = f;,.

Néu e # fi, thi ae = pigi* + ... + peq* vac < d.

* _ * * _
ge=fi-fie=
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Néu e = f;, thi ae = p1g)* + ... + paqly v6i (|¢1], - 1g4]) < (Jauls -, |qal)-
C& hai truong hop déu dan dén mau thuan vé6i cach chon d hoac (|qi], ..., |q4|)-

Dé y ring s7!(w) # 0 vi néu khong thi « la da thiic chi ¢6 canh thyc. Gia st
s~ w) = {e1,...,ex}. Ta co aeel =0V 1 <i < k. Khidoé:

k

k
0= aeel =« e;ed = aw = a.
1> 1>
i—1 i=1

Déang thiic trén chi ra ring o = 0, diéu nay la vo 1y, ddn dén khang dinh trén la

ding va ta c6 diéu can chiing minh. O

Bo6 dé 2.7. Cho E la mot do thi, K la mot truong va p la mot chu trinh khong co
16i ré vdi v = s(p). Khi d6 vLg(E)v = K[z, z71].

Chitng minh. Trudc hét ta ching minh moi phan ti ctia vLg(E)v déu c6 dang

trong d6 m,n € Z, k; € K*, va p' :== (px) " néu i < 0, p° := v.
That vay, cho o = Y, kipig, trong d6 s € N k; € K, p;, ¢; 1a cac dudng ctia E
sao cho
s(pi) =v=s(q),r(p) =r(g) Vi.
Vi p 1a mot chu trinh khong c6 161 1é& va p;, ¢; 1a cac dudng xuat phat tit v nén
pi = p"ripl va q; = p™ug, trong d6 ny,,, n, € N, pl, ¢; 1a cdc dudng xuat phat tit v va
1P| < |pl, |d}| < |p|. Néu ta viét p := e;...ep, thi p}, ¢/ ¢6 dang pl = e;...e;,, ¢ = €1...€y,
v6i t;, k; < h. Khi d6
. e s e p™i(p*)te néu t; = k;
piq; = p"ier...eq ey, ...el(pt) i = )
0 neu t; # k;.
Dong thoi ta chi ¥ ring vi p*p = v va p*p = v (vi p khong c6 16i 18) nén

Np, —Ng

pi "4 néu n,. > n,,
pnpi (p*)nqi — p Pi qi
(p*)"a =" néu ng > ny,.

n %

T cac dat dugce nay, ta suy raa =) . k;p'.
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Luu y rang néu chiing ta sit dung Z-phan bac néi trén ctia Li (E) thi biéu dién
cia o = Y7 k;p' la duy nhat. Do d6 két qué 1a hién nhien. Tuy nhién sau day
chiing toi sé dua ra mot cach chiing minh khac cho két qua nay ma khong diya vao

Z-phan bac néu trén. Cu thé, xét dong cau
¢ : K[z,27'] = vLg(E)v

f=fp).
RG rang ¢ 1a mot toan cau. Ta sé chitng minh ¢ con 1a mot don cau. That vay, gia
st p(f) = 0suy ra f(p) = 0. Viét f(z) = >0 kia', ki € K,m,n € Z. Khi d6 vi
f(p)=0mnen > kip'=0.
bat Z = KO A, véi e € E', A, v6i v € E° va A nhu trong chiing minh ctia
Ménh dé 2.1(i) va xét cac dong cau T, T,, T, clia A, véiv € E% e € E' e € (E')*.

Khong mat tinh tong quét, ta c6 thé gia st I = Z.

Ta viét p = ey...e, VOi ¢; € E, trong d6 v;_1 = s(e;) va v; == r(e;),i = 1,n,
sao cho vy = v, = v. Do cach xay dung trong chiing minh ctia Ménh dé 2.1, ta c6
Ay, = A, vi p khong c6 16i ré va T,, han ché thanh mot déang cau A,, — A, ,, Vi.
Xét dong cdu T), := T,, o ... o T, , han ché thanh mot dang cdu T : A, — A,, trong
dé A, = Z = K@ Vi khong han ché trong cach chon cac ding cau trong phép
chiing minh Ménh dé 2.1 (i) nén ta c6 thé gid st ring T'(e;) = e;41 v6i moi i € Z,
trong dé6 {e;} 1a co s6 ciia K-modun K@),

Do T,,v € E°,T,,e € E*,T,-,e* € (E')* théa man cdc dong nhat thiic nhu trong
Dinh nghia 2.2 nén tur f(p) = 0 suy ra f(7') = 0 trong Homg (A, A). T cach chon
T ta c6 dugce

0=f(T)(eo) = > kiT'(eg) = Y _ kie.
Suy ra k; = 0 v6i moi 4, dan dén f = 0 hay Ker(¢) = 0. Vay ¢ la don cau.
T chitng minh trén ta nhan duge Kz, 2™ 2 vLg(E)v.
0
Dinh 1y 2.1. Cho E la mét do thi, K la mot truong. Khi dé Li(E) la vanh don
néu va chi néu E théa man cac dieu kién sau:
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(i) E° chi c6 tap di truyén va bao hoa tam thuong,
(ii) Moi chu trinh déu c6 mot 167 ré.

Chitng minh. (<) Gid st do thi F théa man diéu kién (i), (i) va J la mot idean
khac khong ctia Li(E). Ta ching minh J = Lg(E). That vay, theo Bo dé 2.6, J
chita mot da thic chi ¢6 canh thuc. Ap dung He qua 2.1, ta ¢6 J N E° # (). Boi gia
thiét (i) va Bb dé 2.5, ta suy ra J N E° = E° hay E° C J. Tit dat dugc nay va Bo
de 2.1, ta thu duge J = L (E).

(=) Gid st Lg(E) la don. Ta ching minh E théa man hai diéu kién (i) va (ii)
nhu n6i tren. That vay gid st F chita mot chu trinh khong c6 16i ré p. Dit v = s(p).
Theo B6 dé 2.7 ta ¢6 vLg(E)v = K[z, z71]. Khi d6 theo Vi du 1.5(iv), K|z, z7}]
khong 1a vanh don, do d6 vLk(E)v cing khong 1a vanh don.

Mat khéac, do Lg(F) la vanh don nén vLg(E)v la vanh don [7, Theorem 21.11].
Diéu nay cho ta mot mau thuan. Vay moi chu trinh ctia £ phai c6 16i ré.

Tiép theo, gia st E° chita mot tap di truyén va bao hoa khong tam thuong H.

Khi d6, ta xay dyng mot do thi méi nhu sau:
F=(FF' rp sp)=(E°— H,r Y (E°~ H),r|go_p, s|go_p).

Dé dam bao F 1a mot dd thi, ta can kiém tra sp(F') Urg(F') C F°. Ro rang theo
dinh nghia ta c¢6 rp(F') C F°. Mit khic, néu e € F* thi s(e) € FY vi néu s(e) ¢ F°
thi s(e) € H, nhung r(e) > s(e) va H 1a tap di truyén nén r(e) € H, mau thuan véi
e € F'. Do d6 F 1a mot do thi. Xét dong cau

v: Ap — Lg(F)
v+ Xpo(v)v
e — xri(e)e
e = Xy (€7)e".

Ta s& chi ra idéan I ctia Ag sinh bédi cdc phan tit dang (1), (2), (3), (4) nhu trong

Chu y 2.1 nam trong Ker(p). That vay, viec tinh toan ddi véi cac phan tit dang
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(1), (2), (3) 1a don gian, ta sé& chi kiém tra v6i cdc phan ti dang (4). Cho v € E°
sao cho s7!(v) # (). Ta xét cac truong hop sau:

Truong hop 1: v € H. Khi d6, néu e € E' ma s(e) =v thieg F' (vinéue € F!
thi 7(e) ¢ H, ma H la tap di truyén nén s(e) =v & H). Vi vay

go(v— Z ee*) =0- Z 0.0=0.
{e€B1:s(e)=v} {e€BL:s(e)=v}

Truong hop 2: v € H va v & s(F'). Do H la tap bao hoa nén phai ton tai canh
e € E' sao cho s(e) = v var(e) € H. Diéu nay c6 nghia la e € F! vé6i s(e) = v, mau
thuan véi gia thiét v € s(F'). Nhu vay Truong hgp 2 khong xay ra.

Truong hop 3: v € H va v € s(F'). Ta co:

—v—0— Z ee’ = 0.

{e€Fl:s(e)=v}
Nhu vay trong moi tinh huéng ta déu c6 (v — D feeB:s(e)=v) ee*) = 0. Do d6 ¢ cam
sinh mot K-dong cau dai 86 ¢ : L (F) — Lx(F) sao cho

*

P(v) = xro(v)v, Ple) = xpi(e)e, B(e7) = x(ry-(e7)e".

Bay gio ta xét idean Ker(p) cia Lig(F). Vi H # (), nén ton tai v € H, vi vay
0#ve Ker(p). Vi H# E° nén ton tai w € E° — H, khi d6 p(w) = w # 0, vi
vay » # 0. Hay néi cach khac 0 # Ker(p) # Lg(E), din dén L (FE) khong la vanh
don. 0

Tiép theo ta sé xét tinh don clia cac dai s6 quen thuoc da néu & trén bang cach
ap dung két qui vira thu duge dé xét tinh don ciia dai s6 Li(FE) tuong tng vé6i

ching.

Vi du 2.3. Cho K la mot truong bat ky.
(i) Theo Dinh Iy 1.2, M, (K) la vanh don. Tuy nhién, didu nay c6 thé suy ra tit
Dinh 1y 2.1. That vay, theo Vi du 2.1(i), ta ¢c6 M,(K) = Lg(E) v6i E duge xac
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dinh béi
E°={vy,..,v.}, E' = {e1,...,en_1}

va

8(62‘) = Uy, 7”(62-) =vy Vi=1,n—1.

Theo Vi du 2.2(i), E chi c¢6 cac tap di truyén va bdo hoa tam thuong. Do do, ap
dung Dinh Iy 2.1, M,,(K) 1a vanh don.

(ii) Theo Vi du 1.5(iv) K|z, 2z~ '] khong la vanh don. Tuy nhién diéu nay c6 thé
suy ra ti Dinh 1y 2.1. That vay, theo Vi du 2.1(ii), ta ¢6 K[z,27 '] = L (F) véi E
duge xac dinh bdi

E° = {v}, E' = {e}.

RO rang chu trinh v khong ¢6 16i ré. Do d6, theo Dinh 1y 2.1 K[z, 2z~ '] khong la
vanh don.

(iii) Dai s6 Leavitt Ly (1,n): Ta sé& chiing minh dai s6 nay 1a don tit Dinh 1y 2.1.
That vay, theo Vi du 2.1(iii), Lg(1,n) = Lk (FE) véi E duge xac dinh nhu sau

E°={v}, E' = {ey,...,e,}.

RO rang 1a moi chu trinh trong do thi £ déu c6 16i ré va theo Vi du 2.2(ii) E chi
c6 tap bao hoa va di truyén tam thuong. Do d6, theo Dinh 1y 2.1, Lx(1,n) 1a vanh
don.

(iv) Dai s6 Toeplitz K (x,y: yz = 1): Theo Vi du 2.1(iv), ta ¢c6 K{x,y: yr = 1) =

Lk (F) véi E duge xéc dinh nhu sau
E° = {v,w}, E' = {e, f}

va

Theo Vi du 2.2(iii), H = {w} 1a tap di truyén va bdo hoa khong tam thuong clia E.
Theo Dinh 1y 2.1, L (E) khong la vanh don.
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Két luan

Dua trén bai bao ctia G. Abrams, G. Aranda Pino (2005) “The Leavitt path
algebra of a graph, Journal of Algebra, (293), 319-334” ([3]), luan van da lam duge
nhiing diéu dudi day:

- Trinh bay cach xay dung va mot s6 tinh chat co ban ctia dai s6 dudng di Leavitt.

- Chitng minh lai tiéu chuan dé dai s6 dudng di Leavitt 14 don ctia G. Abrams va
G. Aranda bang cac chitng minh ngén gon hon. Diéu nay dugc thé hien trong Bo

dé 2.4, 2.6 va 2.7.

43



Tai liéu tham khao

[A] TAI LIEU TIENG VIET
[1] Nguyén Ty Cuong (2003), Gido trinh dai so hién dai, Nha xuat ban Dai hoc
Qubdc gia Ha Noi.

[2] Le Tuan Hoa (2003), Dai s6 may tinh: Co sé Groner, Nha xuat ban Dai hoc
Quodc gia Ha Noi.

B] TAI LIEU TIENG ANH

[3] G. Abrams, G. Aranda Pino (2005), “The Leavitt path algebra of a graph”,
Journal of Algebra, (293), 319-334.

[4] G. Abrams (2015), “Leavitt path algebras: the first decade”, Bull. Math. Sci,
(5), 59-120.

[5] P. M. Cohn (1966), “Some remarks on the invariant basic property”, Topology,
(5), 215-228.

[6] T.Y. Lam (1999), Lectures on Modules and Rings, Spring- Verlag New York-

Berlin.

[7] T.Y. Lam (2001), A First Course in Noncommutive Rings, 2nd ed, New
York-Berlin.

[8] W.G. Leavitt (1962), “The module type of a ring”, Trans. Amer. Math. Soc,
(42), 113-130.

44



Tai lieu tham khdo

[9] W.G. Leavitt (1965), “The module type of homomophic images”, Duke Math.
7, (32), 305-311.

[10] M. Tomforde (2011), “Leavitt path algebras with coefficients in a commuta-
tive ring”, J. Pure Appl. Algebra, (215), 471-484.

45



