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Mở đầu
Hệ phương trình đạo hàm riêng đối xứng cấp một đóng vai trò quan

trọng trong lí thuyết phương trình đạo hàm riêng và trong toán học nói

chung. Nhiều quá trình trong tự nhiên và trong kĩ thuật đã được mô

hình hóa bởi hệ phương trình đối xứng cấp một. Vì vậy việc nghiên cứu

tính giải được của bài toán Cauchy cho phương trình đối xứng cấp một

có ý nghĩa thực tiễn. Luận văn nghiên cứu tính giải được của bài toán

Cauchy cho hệ phương trình đối xứng cấp một với hệ số không phụ thuộc

thời gian.

Luận văn gồm hai chương:

Chương 1. Kiến thức chuẩn bị. Trong chương này Luận văn đã

trình bày một số kiến thức cơ bản như: Một số không gian hàm, toán

tử làm trơn, nửa nhóm và toán tử sinh, Định lý Hille-Yosida, bài toán

Cauchy đối với phương trình vi phân thường trong không gian Banach

và một số toán tử giả vi phân cấp một.

Chương 2. Hệ phương trình đối xứng cấp một với hệ số không

phụ thuộc thời gian. Nội dung chính của Luận văn được trình bày

trong chương này bao gồm: Hệ phương trình đối xứng cấp một, cách

đưa phương trình truyền sóng về hệ phương trình đối xứng cấp một,

bài toán Cauchy cho hệ phương trình đối xứng cấp một trong L2 và bài

toán Cauchy cho hệ phương trình đối xứng cấp một trong W 1
2 . Trong

mỗi không gian L2 hoặc W 1
2 Luận văn đã thiết lập bất đẳng thức năng
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lượng và chứng minh tính toàn ánh của toán tử A lên toàn không gian.

Trên cơ sở áp dụng Định lý Hille-Yosida, Luận văn đã chỉ ra tính giải

được duy nhất của bài toán Cauchy trong mỗi không gian.

Tài liệu tham khảo chính trong Luận văn là [1] và [2].

Trong suốt thời gian học tập tại Viện Toán - Viện Hàn lâm Khoa

học và Công nghệ Việt Nam đến nay, tác giả đã nhận được rất nhiều sự

quan tâm và giúp đỡ của quý thầy cô, cán bộ công nhân viên của Viện

Toán học, gia đình và bạn bè. Với lòng biết ơn sâu sắc nhất, tác giả xin

gửi lời cảm ơn chân thành đến các thầy cô của Viện Toán học đã cùng

với tri thức và tâm huyết của mình để truyền đạt vốn tri thức quý báu

cho chúng tôi trong suốt thời gian học tập tại Viện.

Tác giả xin chân thành cảm ơn PGS. TS. Hà Tiến Ngoạn đã tận tình

hướng dẫn, giúp đỡ tác giả rất nhiều trong quá trình làm luận văn.

Luận văn được hoàn thành tại Viện Toán - Viện Hàn lâm Khoa học

và Công nghệ Việt Nam. Bước đầu đi vào lĩnh vực nghiên cứu khoa học

kiến thức của tác giả còn nhiều hạn chế và bỡ ngỡ, mặc dù đã cố gắng

hết mình nhưng không tránh khỏi những sơ xuất và thiếu sót. Tác giả

rất mong nhận được nhiều ý kiến đóng góp của quý thầy cô và các bạn

đọc để Luận văn được hoàn thiện hơn. Tác giả xin chân thành cảm ơn!

Hà Nội, ngày 15 tháng 08 năm 2015

Tác giả luận văn

Nguyễn Thu Hiền
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Danh mục kí hiệu

Rn không gian Euclide n-chiều

R+ với ∀t ∈ R+ thì t ≥ 0

vt đạo hàm của hàm v theo biến t

vtt đạo hàm cấp hai của hàm v theo biến t

∗ tích chập

A∗ là ma trận chuyển vị của liên hợp phức của ma trận A

(W 1
2 )∗ không gian đối ngẫu của không gian W 1

2

[a, b] đoạn từ a đến b

u(x) hàm u phụ thuộc vào biến x

{x ∈ Rn; f(x) 6= 0} bao đóng của tập {x ∈ Rn; f(x) 6= 0}
⇒ hội tụ đều

sup
x∈K

f(x) supremum của tập {f(x) : x ∈ A}

imf(x) ảnh của hàm số f(x)

Γ(f(x)) đồ thị của hàm f(x)

Re p phần thực của số p
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Chương 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Chương này trình bày một số không gian hàm, toán tử làm trơn, nửa

nhóm và toán tử sinh của nó, Định lý Hille-Yosida, bài toán Cauchy đối

với phương trình vi phân thường trong không gian Banach và một số

toán tử giả vi phân cấp một được sử dụng trong các chứng minh của

chương tiếp theo.

1.1 Một số không gian hàm

Định nghĩa 1.1. Không gian L2 = L2(Rn) là không gian các hàm f(x) =

f(x1, x2, ....., xn) xác định và bình phương khả tích trong Rn∫
Rn

|f(x)|2 dx < +∞.

Chuẩn trong L2(Rn) được định nghĩa bởi công thức

‖f‖ = ‖f(x)‖L2 =

∫
Rn

|f(x)|2 dx

 1
2

.
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Không gian L2(Rn) là không gian Hilbert với tích vô hướng

(f, g)L2(Rn) =

∫
Rn

f(x)g(x)dx.

Định nghĩa 1.2. Không gian Wm
2 = Wm

2 (Rn) là không gian bao gồm

các hàm f ∈ L2 mà có đạo hàm riêng đến cấp m đều thuộc L2.

Chuẩn trong Wm
2 được cho bởi công thức sau

‖f‖2
m = (‖f(x)‖m,L2)2 =

∑
|α|≤m

‖Dαf(x)‖2
L2 ,

trong đó, α = (α1, α2, ..., αn), |α| = α1 + α2 + .... + αn;D
αf(x) =

( ∂
∂x1

)α1....( ∂
∂xn

)αnf(x).

Định nghĩa 1.3. Không gian Bm = Bm(Rn) là không gian các hàm

có đạo hàm riêng liên tục và bị chặn đến cấp m .

Chuẩn trong Bm(Rn) được cho bởi công thức

|f(x)|m =
∑
|α|≤m

sup
x∈Rn
|Dαf(x)| .

Định nghĩa 1.4. Không gian Cm = Cm(Rn) là không gian các hàm có

đạo hàm đến cấp m liên tục.

Sự hội tụ trong Cm được hiểu là hội tụ đều trên các tập compact K ⊂ Rn

với chuẩn được cho bởi công thức sau

|f |m,K =
∑
|α|≤m

sup
x∈K
|Dαf(x)| .

Định nghĩa 1.5. Không gian D = D(Rn) là tập hợp các hàm khả vi vô

hạn lần và có giá compact trong Rn, trong đó giá của hàm f(x) kí hiệu

là supp f là tập hợp

supp f = {x ∈ Rn; f(x) 6= 0}.

5



Định nghĩa 1.6. Không gian S = S(Rn) là tập hợp tất cả các hàm

f(x) ∈ C∞ sao cho với mọi đa chỉ số α, β tồn tại Cα,β > 0 và∣∣xαDβf(x)
∣∣ ≤ Cα,β ∀x ∈ Rn,

trong đó xα = xα1
1 · x

α2
2 · · ·xαnn .

Định nghĩa 1.7. Không gian Cm([a, b], E). Giả sử E là không gian

Banach. Không gian Cm([a, b], E) bao gồm các hàm f(t) xác định trên

[a, b], nhận giá trị trong E và khả vi liên tục đến cấp m trên [a, b], với

chuẩn sau

‖f(t)‖Cm([a,b],E) = sup
t∈[a,b]

m∑
k=0

∥∥∥f (k)(t)
∥∥∥
E
.

1.2 Toán tử làm trơn

Định nghĩa 1.8. Toán tử làm trơn (kí hệu ρδ ).

Ta chọn một hàm ρ(x) ∈ D , ρ(x) = 0 nếu |x| ≥ 1 và
∫
|x|≤1

ρ(x)dx = 1.

Với δ > 0, đặt

ρδ(x) =
1

δn
ρ
(x
δ

)
.

Khi đó

ρδ(x) ∈ D , ρδ(x) = 0 nếu |x| ≥ δ,∫
|x|≤δ

ρδ(x)dx = 1.

Toán tử làm trơn được định nghĩa như sau

uδ(x) = u ∗ ρδ =

∫
|y|≤δ

ρδ(y)u(x− y)dy.
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Định lý 1.1. [1, Bổ đề 1.3]

Ta có các khẳng định sau

i) ρδ ∗ u ∈ C∞.

ii) Nếu hàm u có giá compact thì giá của ρδ ∗ u nằm trong δ-lân cận

của giá của u.

iii) Với u ∈ Cm và δ → 0 ta có ρδ ∗ u→ u trong Cm.

iv) Với u ∈ Lp, p ≥ 1, ta có ρδ ∗ u→ u trong Lp trên các tập compact.

1.3 Nửa nhóm liên tục và toán tử sinh

Cho E là không gian Banach. Giả sử A: E → E là toán tử tuyến tính

đóng, nói chung là không bị chặn. Xét phương trình vi phân thường sau

đây trong không gian E

du(t)

dt
= Au(t) + f(t), t ≥ 0 (1.1)

với điều kiện ban đầu

u(0) = u0, (1.2)

trong đó u0 ∈ E, u(t), f(t) : R+ → E trong đó u(t) là ẩn hàm.

Để giải bài toán (1.1) và (1.2) ta đưa vào khái niệm nửa nhóm sau đây.

Định nghĩa 1.9. Nửa nhóm liên tục là tập hợp {Tt, t ≥ 0} thỏa mãn

các điều sau

i) Tt : E → E là các toán tử tuyến tính bị chặn thỏa mãn ‖Tt‖ ≤ Ceβt

và ∀u ∈ E, Ttu là liên tục theo t (ở đây C, β là những hằng số thích

hợp).

ii) T0 = Id, trong đó Id là toán tử đồng nhất trong E.

iii) TtTs = Tt+s (t, s ≥ 0).

7



Giả sử nửa nhóm liên tục {Tt, t ≥ 0} được cho trước. Ta xét toán tử

A : E → E được định nghĩa bởi công thức sau

Au = lim
t→0+

Ttu− u
t

. (1.3)

Khi đó miền xác định D(A) của toán tử A là tập hợp sau

D(A) =

{
u ∈ E; ∃ lim

t→0+

Ttu− u
t

}
.

Toán tử A được xác định bởi công thức (1.3) được gọi là toán tử sinh

của nửa nhóm liên tục {Tt}.

Xét biến đổi Laplace của {Tt}, được cho bởi công thức

Tt(e
−pt)x =

∞∫
0

e−ptTtx dt (x ∈ E,Re p = ξ > β).

Định lý 1.2. [1, Mệnh đề 5.1]

Ta có các khẳng định sau

a) ∀x ∈ E, ta có Tt(e
−pt)x ∈ D(A) và (pI − A)Tt(e

−pt)x = x.

b) Với mọi x ∈ D(A), ta có Tt(e
−pt)(pI − A)x = x.

c) A là toán tử đóng và D(A) là trù mật trong E.

1.4 Định lý Hille-Yosida

Định lý Hille-Yosida sau đây cho ta điều kiện đủ để một toán tử đóng

là toán tử sinh của nửa nhóm liên tục nào đó.

Định lý 1.3. Cho E là không gian Banach, A là toán tử đóng và có

miền xác định trù mật trong không gian Banach E. Giả sử tồn tại một

số β sao cho với mọi λ > β tồn tại giải thức (λI − A)−1 của A thỏa mãn∥∥(λI − A)−m
∥∥ ≤ 1

(λ− β)m
(λ > β,m = 1, 2, 3....). (1.4)

8



Khi đó tồn tại duy nhất nửa nhóm liên tục {Tt} sao cho A là toán tử

sinh.

Chứng minh.

Lấy A1 = A− βI, (với I = Id) ta có∥∥(λI − A1)
−m∥∥ ≤ C

λm
(λ > 0).

Mặt khác, nếu ta có thể chứng minh rằng, đối với nửa nhóm {St} với

‖St‖ ≤ C có A1 là toán tử sinh thì Tt = eβtSt thỏa mãn điều kiện của

định lý.

Do đó ta có thể giả thiết β = 0, hay∥∥(λI − A)−m
∥∥ ≤ C

λm
(λ > 0,m = 1, 2, 3....).

Đặt Jλ =

[
I − A

λ

]−1

(λ > 0), ta có

1) ‖Jλm‖ ≤ C (m = 1, 2, 3...).

2) Nếu x ∈ D(A), thì AJλx = JλAx = λ(Jλ − I)x.

Từ điều này ta có, với x ∈ E

AJλx = λ(Jλ − I)x,

Jλx→ x (λ→∞) (x ∈ E). (1.5)

Cho x ∈ D(A), có (Jλ − I)x =
1

λ
JλAx→ 0 (λ→ +∞).

Từ ‖Jλ‖ ≤ C,D(A) là trù mật trong E, ta có (1.5). Với A,B là những

toán tử bị chặn ta định nghĩa

eA =
∞∑
j=0

Aj

j!
.

Ta có ∥∥eA∥∥ ≤ e‖A‖.
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Nếu A,B là bị chặn và giao hoán ta có

eA+B = eA + eB,

d

dt
etA = AetA = etAA.

Mặt khác, AJλ = λ(Jλ − I) là toán tử bị chặn, vì thế

etAJλ = e{tλ(Jλ−I)} = etλJλ · e−tλI . (1.6)

Từ 1) và 2), cho t ≥ 0, ta có∥∥etAJλ∥∥ ≤ Cetλe−tλ = C.

Hơn nữa
d

dt
etAJλ = AJλe

tAJλ = etAJλAJλ = etAJλJλA.

Do Jλ, Jµ (λ, µ > 0) là giao hoán, nên AJµ(= µ(Jµ − I)) và etAJλ cũng

giao hoán.

Đặt T
(λ)
t = etAJλ cho x ∈ D(A), ta có

(T
(λ)
t − T

(µ)
t )x =

t∫
0

d

ds
{Tt−s(µ)Ts

(λ)x}ds =

t∫
0

Tt−s
(µ)Ts

(λ)(Jλ − Jµ)Axds.

Từ công thức (1.5) và (1.6) ta thấy Tt
(λ)x− Tt(µ)x hội tụ đều trong một

khoảng hữu hạn với t ≥ 0,∀x ∈ E, khi λ, µ→ +∞. Ta kí hiệu giới hạn

của Tt
(λ)x khi λ→ +∞ là Ttx. Ta có Ttx liên tục với t ≥ 0 và

1) ‖Ttx‖ ≤ C ‖x‖ ,

2) Tt+s = Tt · Ts.

Để chứng minh 2) ta chú ý Tt+s
(λ)x = Tt

(λ) · Ts(λ)x khi λ → +∞. Do

T0x = x nên ta suy ra

3) Ttx→ x khi t→ +0.

Cuối cùng ta chứng minh A là toán tử sinh của nửa nhóm liên tục

{Tt}.
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Ta giả sử A′ là toán tử sinh của nửa nhóm liên tục {Tt}, và A′ ⊃ A.

Thực chất từ Định lý 1.2, cho λ > 0, (λI−A′) là song ánh từ D(A′) vào

E với giả thiết A′ ⊃ A thì (λI −A) cũng là một song ánh từ D(A′) vào

E. Do đó D(A) ⊂ D(A′) suy ra D(A) = D(A′).

Cho x ∈ D(A) ta có

Tt
(λ)x− x =

t∫
0

T
(λ)
t JλAxdt,

vì thế

Ttx− x =

t∫
0

TtAxdt khi λ→ +∞.

Do đó

lim
t→+0

(Ttx− x)

t
= Ax,

vậy A là toán tử sinh của nửa nhóm liên tục {Tt}.

Ta chứng minh tính duy nhất của nửa nhóm liên tục {Tt}.

Giả sử nửa nhóm liên tục {Tt} bất kì nào đó có toán tử sinh là A.

Ta có

Ttx− etAJλx =

t∫
0

Tt−se
sAJλ(A− AJλ)x ds (x ∈ D(A)),

ở đây ta sử dụng AJλ ⊃ JλA để thiết lập đẳng thức. Từ đây ta có,

etAJλx→ Ttx khi λ→ +∞. Vậy {Tt} là duy nhất. �

1.5 Bài toán Cauchy đối với phương trình vi phân

thường trong không gian Banach

Định lý sau đây cho ta lời giải của bài toán Cauchy (1.1), (1.2)
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Định lý 1.4. Giả sử A là toán tử đóng có miền xác định D(A) trù mật

trong không gian Banach E. Giả sử A là toán tử sinh của nửa nhóm

liên tục {Tt}, f(t) và Af(t) thuộc C0([0, T ], E). Khi đó bài toán Cauchy

(1.1), (1.2) có duy nhất nghiệm u(t) ∈ C1([0, T ], E) và được cho bởi công

thức sau

u(t) = Ttu0 +

t∫
0

Tt−sf(s)ds. (1.7)

Chứng minh. Để chỉ ra (1.7) là nghiệm ta chỉ cần chứng minh

d

dt
ψ(t) = Aψ(t) + f(t),

ở đây

ψ(t) =

t∫
0

Tt−sf(s) ds.

Với ψ ∈ D(A) và

Aψ(t) =

t∫
0

Tt−sAf(s)ds,

A là toán tử đóng và Aψ(t) là liên tục.

Cho η ≥ 0 ta có

ψ(t+ η)− ψ(t)

η
=

1

η

t+η∫
t

Tt+η−sf(s)ds+
Tη − I
η

t∫
0

Tt−sf(s)ds.

Khi η → +0, ψ′+(t) = f(t) +Aψ(t) thì vế phải của phương trình là một

hàm liên tục theo t. Dó đó, ψ′(t) = f(t) + Aψ(t).

Ta chứng minh tính duy nhất.

Giả sử Jλ = (I − A

λ
)−1, (λ ≥ 0). Ta thấy

‖Jmλ ‖ ≤ C (m = 1, 2, 3....). Với x ∈ D(A), AJλx = λ(Jλ − I)x. Từ đây
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ta có x ∈ E, thì AJλx = λ(Jλ − I)x, và Jλx→ x (khi λ→ +∞). Vậy

nghiệm uλ(t) của
d

dt
uλ(t) = (AJλ)uλ(t) + f(t)

là nghiệm duy nhất với giá trị ban đầu u0, do AJλ là toán tử bị chặn.

Ta đặt u(t)− uλ(t) = vλ(t) cho nghiệm u(t) của bài toán Cauchy (1.1),

(1.2). Do đó

d

dt
vλ(t) = (AJλ)vλ(t) + (A− AJλ)u(t).

Ta có

vλ(t) =

t∫
0

Tt−s
(λ)(A− AJλ)u(s) ds (u ∈ D(A)),

(chú ý rằng vλ(0) = 0) và

vλ(t) =

t∫
0

Tt−s
(λ)(I − Jλ)Au(s)ds.

∥∥∥Tt−s(λ)(I − Jλ)Au(s)
∥∥∥ là bị chặn đều theo λ và biến s, với biến s

thuộc một khoảng bị chặn. Nếu ta cố định s và cho λ → +∞, thì∥∥∥Tt−s(λ)(I − Jλ)Au(s)
∥∥∥→ 0, vậy vλ(t)→ 0, nghĩa là u(t) là giới hạn của

uλ(t). Do đó u(t) là xác định duy nhất. �

1.6 Một số toán tử giả vi phân cấp một

Dưới đây ta trình bày một số vấn đề liên quan đến toán tử giả vi

phân để phục vụ vào chứng minh các định lý ở chương tiếp theo.
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1.6.1 Biến đổi Fourier

Giả sử f(x) ∈ S. Biến đổi Fourier của f(x), kí hiệu là f̂(ξ) với ξ =

(ξ1, ξ2, ......., ξn), được định nghĩa bởi công thức

F [f ](ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rn

e−2πi(x,ξ)f(x) dx. (1.8)

Ta có công thức nghịch đảo sau đây

F−1[f̂ ](x) = f(x) =

∫
Rn

e2πi(x,ξ)f̂(ξ) d(ξ). (1.9)

Với mọi f(x) ∈ S ta có các công thức sau

F [Dα
xf(x)] = (2πiξ)αF [f ] (1.10)

Dα
ξ f̂(ξ) = F [(−2πix)αf(x)] (1.11)∫

Rn

f(x)g(x) dx =

∫
Rn

f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ. (1.12)

∫
Rn

|f(x)|2 dx =

∫
Rn

∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣2 dξ (1.13)

Biến đổi Fourier là một song ánh từ S lên S. Công thức (1.13) cho phép

thác triển biến đổi Fourier từ L2 vào L2. Biến đổi Fourier là một song

ánh và đẳng cự từ L2 lên L2, đồng thời các công thức (1.8) - (1.13) vẫn

còn đúng.

1.6.2 Toán tử giả vi phân

Trên cơ sở các công thức (1.10) và (1.9) người ta đưa vào toán tử giả

vi phân sau đây

P (x,D)f(x) =

∫
Rn

e2πi(x,ξ)P (x, ξ)f̂(ξ) dξ, (1.14)

trong đó hàm số P (x, ξ) được gọi là biểu trưng của toán tử P (x,D).
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1.6.3 Toán tử Λ(x,D)

Toán tử Λ(x,D) là toán tử giả vi phân với biểu trưng

Λ(x, ξ) = |ξ| .

1.6.4 Toán tử Riesz Rj(x,D).

Toán tử Rj(x,D) là toán tử giả vi phân với biểu trưng

Rj(x, ξ) =
1

2πi
· ξj
|ξ|

Hiển nhiên Rj là một toán tử bị chặn trong không gian L2.

Ta định nghĩa hàm số Rj(x) = Cn ·
xj

|x|n+1 , trong đó Cn =
1

2π
·

Γ(n+1
2 )

π
n+1
2

.

Khi đó người ta đã chứng minh rằng toán tử giả vi phân Rj(x,D) khi

tác động lên u được tính theo công thức sau

Rj(x,D)u = Rj(x) ∗ u = Cn
xj

|x|n+1 ∗ u(x). (1.15)

Ta cũng có mối quan hệ giữa các toán tử Λ và Rj như sau

Λu =
n∑
j=1

∂

∂xj
Rju =

n∑
j=1

Rj
∂

∂xj
u.
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Chương 2

HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỨNG

CẤP MỘT VỚI HỆ SỐ KHÔNG

PHỤ THUỘC THỜI GIAN

2.1 Hệ phương trình đối xứng cấp một

Định nghĩa 2.1. Giả sử A = [aij] là ma trận vuông cấp N với các phần

tử là các số phức. Ma trận A được gọi là ma trận ma trận Hermite nếu

(A)T = A, trong đó AT là ma trận chuyển vị của A và A là ma trận liên

hợp phức của A.

Ví dụ 2.1. Xét ma trận A =

(
2 1 + i

1− i 5

)
. Ta có, A =(

2 1− i
1 + i 5

)
,

và A
T

=

(
2 1− i

1 + i 5

)T

=

(
2 1 + i

1− i 5

)
= A. Vậy A là ma

trận Hermite.
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Ví dụ 2.2. Xét ma trận A =

 1 0 0

0 3 4

0 4 5

 có A = A và A
T

= A. Vậy A

là ma trận Hermite.

Định nghĩa 2.2. Xét hệ phương trình cấp một sau

M [u] ≡ ∂

∂t
u−

n∑
k=1

Ak(x, t)
∂

∂xk
u−B(x, t)u = f(x, t). (2.1)

Ở đây, u là hàm vector có u1(x, t), u2(x, t), ....., uN(x, t) là N thành phần,

f là các hàm vector cột, Ak(x, t) là các ma trận Hermite vuông cấp N.

Ta đặt

u(x, t) ≡ u(t) =

 u1(x, t)
...

uN(x, t)

 ,
kí hiệu

‖u(t)‖2 =
N∑
j=1

‖uj(x, t)‖2
L2(Rn).

Hệ phương trình (2.1) được gọi là hệ phương trình đối xứng nếu các ma

trận Ak với k = 1, 2, ..., n là ma trận Hermite.

Bài toán Cauchy cho hệ phương trình (2.1): Tìm hàm vector u(x, t)

sao cho nó thỏa mãn hệ phương trình (2.1) và thỏa mãn điều kiện ban

đầu

u(x, 0) = u0(x), (2.2)

trong đó u0(x) là hàm vector được cho trước.

Để rõ thêm về hệ phương trình đối xứng cấp một, ta xét ví dụ sau
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Ví dụ 2.3. Cho hệ phương trình sau
∂u1

∂t
− ∂u2

∂x1
= f1(x1, t)

∂u2

∂t
− ∂u1

∂x1
= f2(x2, t).

Nếu ta đặt A =

[
0 1

1 0

]
, u =

[
u1

u2

]
, f =

[
f1

f2

]
thì hệ phương

trình được viết lại dưới dạng ma trận như sau

∂

∂t

[
u1

u2

]
−
[

0 1

1 0

]
∂

∂x1

[
u1

u2

]
=

[
f1

f2

]
. (2.3)

Hệ (2.3) là hệ phương trình đối xứng cấp một.

Ví dụ 2.4. Cho hệ phương trình sau

∂u1

∂t
− ∂u1

∂x1
− ∂u1

∂x2
− u3 = f1(x1, x2, t)

∂u2

∂t
− 2

∂u2

∂x1
+ i

∂u3

∂x1
− 3

∂u2

∂x2
− 4

∂u3

∂x2
− u2 = f2(x1, x2, t)

∂u3

∂t
− i∂u2

∂x1
− 3

∂u3

∂x1
− 4

∂u2

∂x2
− 5

∂u3

∂x2
− u3 = f3(x1, x2, t).

(2.4)

Nếu ta đặt A1 =

 1 0 0

0 2 −i
0 i 3

 , A2 =

 1 0 0

0 3 4

0 4 5

 , B =

 0 0 1

0 1 0

0 0 1

 ,
u =

 u1

u2

u3

 , f =

 f1

f2

f3


thì hệ phương trình (2.4) được viết dưới dạng vector như sau

∂

∂t

 u1

u2

u3

−
 1 0 0

0 2 −i
0 i 3

 ∂

∂x1

 u1

u2

u3

−
 1 0 0

0 3 4

0 4 5

 ∂

∂x2

 u1

u2

u3


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−

 0 0 1

0 1 0

0 0 1


 u1

u2

u3

 =

 f1

f2

f3

 . Vậy hệ phương trình (2.4) trên là hệ

phương trình đối xứng.

2.2 Đưa phương trình truyền sóng về hệ phương

trình đối xứng cấp một.

Xét phương trình truyền sóng sau

vtt −
n∑
j=1

vxjxj + b0vt +
n∑
j=1

bjvxj + cv = g(x, t); (2.5)

x = (x1, x2, x3...., xn) ∈ Rn, t ∈ R,

trong đó v(x, t) = v(x1, x2, ..., xn, t) là ẩn hàm cần tìm.

Bài toán Cauchy cho phương trình (2.5): Tìm nghiệm v(x, t) ∈ C2 của

phương trình (2.5) sao cho{
v(x, 0) = v0(x)

vt(x, 0) = v1(x)

trong đó v0(x) và v1(x) là các hàm số được cho trước. Để đưa (2.5) về

hệ phương trình cấp một ta đặt

u1 = v; (2.6)

u2 = vx1; (2.7)

........................

un = vxn−1; (2.8)

un+1 = vxn; (2.9)
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un+2 = vt. (2.10)

Khi đó
∂u1

∂t

(2.6)
=

∂v

∂t

(2.10)
= un+2; (2.11)

∂u2

∂t

(2.7)
=

∂

∂t
(
∂v

∂x1
) =

∂

∂x1
(
∂v

∂t
)

(2.10)
=

∂un+2

∂x1
; (2.12)

.........................................

∂un
∂t

(2.8)
=

∂

∂t
(
∂v

∂xn−1
) =

∂

∂xn−1
(
∂v

∂t
)

(2.10)
=

∂un+2

∂xn−1
; (2.13)

∂un+1

∂t
=

∂

∂t
(
∂v

∂xn
) =

∂

∂xn
(
∂v

∂t
)

(2.10)
=

∂u(n+2)

∂xn
; (2.14)

∂u(n+2)

∂t

(2.10)
=

∂

∂t
(
∂v

∂t
) = vtt

(2.5)
=

n∑
j=1

∂

∂xj
(
∂v

∂xj
) + b0vt +

n∑
j=1

bjvxj + cv + g

=
n∑
j=1

∂

∂xj
uj+1 − b0un+2 − b1u2 − b2u3 − ....− bnun+1 − cu1 + g.

Khi đó

∂un+2

∂t
=

n∑
j=1

∂uj+1

∂xj
−b0un+2−b1u2−b2u3− ....−bnun+1−cu1 +g. (2.15)

Viết lại các phương trình (2.11)-(2.15) dưới dạng ma trận, ta có

∂

∂t



u1

u2

u3
...

un

un+1

un+2


=



0 0 0 . . . 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 1

0 0 0 · · · 0 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0

0 1 0 · · · 0 0 0


∂

∂x1



u1

u2

u3
...

un

un+1

un+2


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+



0 0 0 . . . 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 1 · · · 0 0 0


∂

∂x2



u1

u2

u3
...

un

un+1

un+2


+

.......+



0 0 0 . . . 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 1

0 0 0 · · · 0 1 0


∂

∂xn



u1

u2

u3
...

un

un+1

un+2



+



0 0 0 · · · 0 0 1

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0

−c −b1 −b2 · · · −bn−1 −bn −b0





u1

u2

u3
...

un

un+1

un+2


+



0

0

0
...

0

0

g


.

Ta đặt

u =



u1

u2

u3
...

un

un+1

un+2


, f =



0

0

0
...

0

0

g


, Aj =



0 0 · · · 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · 0 0

0 0 · · · 0 · · · 0 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 · · · 0 0

0 0 · · · 1 · · · 0 0


,
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B =



0 0 0 · · · 0 0 1

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 0 0 0

−c −b1 −b2 · · · −bn−1 −bn −b0


,

trong đó Aj(x, t) là ma trận vuông cấp (n + 2) có phần tử ở cuối hàng

thứ (j + 1) và cuối cột thứ (j + 1) đều bằng 1, các vị trí còn lại bằng 0.

Ta nhận được hệ phương trình đối xứng cấp một dưới dạng ma trận sau

đây
∂u

∂t
=

n∑
j=1

Aj(x, t)
∂u

∂xj
+B(x, t)u+ f(x, t). (2.16)

Dữ kiện Cauchy cho hệ (2.16) tại thời điểm t = 0 là hàm vector sau đây

u(x, 0) =



u1(y, 0)

u2(y, 0)

u3(y, 0)

· · ·
un(y, 0)

un+1(y, 0)

un+2(y, 0)


=



v0(x)
∂v0(x)
∂x1
∂v0(x)
∂x2

· · ·
∂v0(x)
∂xn−1
∂v0(x)
∂xn

v1(x)


= u0(x).

2.3 Bài toán Cauchy cho hệ phương trình đối xứng

cấp một trong không gian L2

2.3.1 Bất đẳng thức năng lượng trong không gian L2

Định lý 2.1. Giả sử hệ phương trình (2.1) là hệ đối xứng, f(t) ∈

C0([0, T ], L2) và u(t) ∈ C0([0, T ],W 1
2 ) là nghiệm của hệ phương trình
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(2.1). Hơn nữa ta giả sử u(t) ∈ C1([0, T ], L2). Khi đó ta có bất đẳng

thức năng lượng sau

‖u(t)‖ ≤ eγt ‖u(0)‖+

t∫
0

eγ(t−s) ‖f(s)‖ ds. (2.17)

Ở đây γ là hằng số dương chỉ phụ thuộc vào T và các hệ số của phương

trình nhưng không phụ thuộc u(t) và f(t).

Chứng minh.

Do ‖u(t)‖2 = (u(t), u(t)) nên

d

dt
‖u(t)‖2 =

(
d

dt
u(t), u(t)

)
+

(
u(t),

d

dt
u(t)

)
.

Mặt khác(
u(t),

d

dt
u(t)

)
=
∑
k

(
u,Ak(x, t)

∂

∂xk
u

)
+ (u,Bu+ f)

= −
∑
k

(
∂

∂xk
(Ak(x, t)u), u

)
+ (u,Bu+ f)

= −
{∑

k

(
Ak(x, t)

∂u

∂xk
, u

)
+
∑
k

(
∂Ak(x, t)

∂xk
u, u

)}
+ (u,Bu+ f).

Để có công thức trên ta đã sử dụng công thức tích phân từng phần sau

đây (
u,

∂

∂xk
v

)
= −

(
∂

∂xk
u, v

)
. (2.18)

Thật vậy, u ∈ W 1
2 nên ta có thể lấy một dãy ρj(x) từ trong D sao cho

ρj(x)→ u(x) ∈ W 1
2 khi j → +∞, do đó(

u,
∂

∂xk
v

)
= lim

j→∞

(
ρj(x),

∂

∂xk
v

)
= − lim

j→∞

(
∂

∂xk
ρj(x), v

)
= −

(
∂

∂xk
u, v

)
.
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Vậy

d

dt
‖u(t)‖2 = −

∑
k

(
∂Ak

∂xk
u, u

)
+ 2Re(Bu, u) + 2Re(u, f).

Suy ra

2 ‖u(t)‖ d ‖u(t)‖
dt

≤ α ‖u(t)‖2 + 2 ‖f(t)‖ ‖u(t)‖ .

Do đó
d

dt
‖u(t)‖ ≤ γ ‖u(t)‖+ ‖f(t)‖ (0 ≤ t ≤ T ).

Nhân cả hai vế với e−γt

d

dt
‖u(t)‖ e−γt − γe−γt ‖u(t)‖ ≤ e−γt ‖f(t)‖ ,

suy ra (
‖u(t)‖ e−γt

)′ ≤ e−γt ‖f(t)‖ .

Hay ta có thể viết(
‖u(s)‖ e−γs

)′ ≤ e−γs ‖f(s)‖ , 0 ≤ s ≤ T.

Ta lấy tích phân hai vế từ 0 đến t ta được

‖u(t)‖ e−γt − ‖u(0)‖ ≤
t∫

0

e−γs ‖f(s)‖ ds.

Nhân hai vế với eγt

‖u(t)‖ ≤ ‖u(0)‖ eγt + eγt
t∫

0

e−γs ‖f(s)‖ ds.

Suy ra bất đẳng thức (2.17). �

Chú ý rằng ta đã giả thiết u(t) ∈ W 1
2 , song ở bất đẳng thức (2.17) chỉ

có chuẩn của u(t) trong L2 được áp dụng. Thực tế với giả thiết u ∈ L2

ta có thể suy ra bất đẳng thức (2.17) bằng việc sử dụng bổ đề sau
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Bổ đề 2.1. [1, Bổ đề 6.1] Giả sử a ∈ B1, u ∈ L2 và ρδ là toán tử làm

trơn. Khi đó hoán tử Cδ được định nghĩa như sau

Cδu = ρδ ∗
(
a(x)

∂u

∂xj

)
− a(x)

(
ρδ ∗

∂u

∂xj

)
=

[
ρδ∗, a

∂

∂xj

]
u.

Ta có

(1) ‖Cδu| | ≤ C ‖u‖, ở đây C là hằng số chỉ phụ thuộc vào ρ.

(2) Cδu→ 0 trong L2 khi δ → +0.

Hệ quả 2.1. Với điều kiện trên của Bổ đề, và u ∈ W 1
2 , ta có

(1) ‖Cδu‖1 ≤ C1 ‖u‖1 (‖u‖1 = ‖u‖W 1
2
),

(2) Cδu→ 0 trong W 1
2 .

Chứng minh.

Lấy Cδu = uδ(x) ta có

∂

∂xk
uδ(x) = ρδ ∗

(
∂a

∂xk

∂u

∂xj

)
− ∂a

∂xk

(
ρδ ∗

∂u

∂xj

)
+

[
ρδ∗, a

∂

∂xj

]
∂u

∂xk
.

Bằng việc sử dụng Bổ đề 2.1 ta có điều phải chứng minh. �

Định lý 2.2. (Friedrichs)

Cho u(t) là nghiệm của phương trình (2.1) sao cho u(t) ∈ C0([0, T ], L2)

và u(t) ∈ C1([0, T ], (W 1
2 )∗). Khi đó bất đẳng thức năng lượng (2.17) vẫn

đúng.

Chứng minh.

Với ρδ(x) trên u(t) ta thấy rằng uδ(t) = ρδ ∗
(x)
u(t) ∈ C1([0, T ],W 1

2 ). Ta

có

Cδu =
∑
k

{
ρδ(x) ∗

(x)
(Ak

∂

∂xk
u)− Ak(ρδ ∗

(x)

∂

∂xk
u)

}
+ {ρδ ∗

(x)
Bu−B(ρδ ∗

(x)
u)}

=
∑
k

[
ρδ∗, Ak

∂

∂xk

]
u+ [ρδ∗, B]u.
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Từ phương trình (2.1) ta thu được đẳng thức thỏa mãn với uδ như sau.

Trước tiên ta xét với ρδ∗ trong vế trái của phương trình (2.1)

∂

∂t
uδ =

∑
k

ρδ ∗
(x)

(
Ak

∂

∂xk
u

)
+ ρδ ∗

(x)
Bu+ ρδ ∗

(x)
f,

vì thế
∂

∂t
uδ =

∑
k

Ak
∂

∂xk
uδ +Buδ + fδ + Cδu, (2.19)

ở đây
∂

∂t
uδ(t) =

∂

∂t
(ρδ ∗ u(t)) = ρδ ∗

(x)

∂u

∂t
,

sau đó ta áp dụng Định lý 2.1 vào công thức (2.19) ta được

‖uδ(t)‖ ≤ eγt ‖uδ(0)‖+

t∫
0

eγ(t−s){‖fδ(s)‖+ ‖Cδu(s)‖} ds.

Mặt khác, từ Bổ đề 2.1 ta có ‖Cδu(s)‖ → 0 (δ → 0). Bây giờ ta áp

dụng Định lý Lebesgue về giới hạn để tính kết của quả trên; tích phân

trong vế phải tiến về
t∫

0

eγ(t−s) ‖f(s)‖ ds

khi δ → 0.

Như vậy ta đã chứng minh bất đẳng thức (2.17) bằng phương pháp làm

trơn và tiến tới giới hạn. �

2.3.2 Toán tử A trong không gian L2

Bây giờ chúng ta giả sử rằng

M [u] ≡ ∂

∂t
u−

n∑
k=1

Ak(x)
∂

∂xk
u−B(x)u = f(x, t)
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có tất cả các hệ số không phụ thuộc vào t, và Ak cũng là các ma trận

Hermite. Hơn thế nữa ta giả sử

Ak(x) ∈ B1 với k = 1, 2, ....n.

Ta đặt

A =
n∑
k=1

Ak(x)
∂

∂xk
+B(x), (2.20)

và

D(A) = {u;u ∈ L2, Au ∈ L2},

là miền xác định của A.

Định lý 2.3. Tồn tại hằng số dương β và hằng số dương ε0 đủ nhỏ sao

cho bất đẳng thức sau là đúng với mọi λ, |λ| ≤ ε0

‖(I − λA)u‖ ≥ (1− β |λ|) ‖u‖ ,∀u ∈ D(A). (2.21)

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh (2.21) cho trường hợp u ∈ W 1
2 ⊂

D(A). Ta có

‖(I − λA)u‖2 = ((I − λA)u, (I − λA)u)

= ‖u‖2 − λ{(Au, u) + (u,Au)}+ λ2 ‖Au‖2 .

Từ tính đối xứng của Ak, sử dụng tính chất (2.18) và thế (2.20) vào biểu

thức trên ta có

(u,Au) =

(
u,
∑
k

Ak
∂

∂xk
u+Bu

)
=
∑
k

(
u,Ak

∂

∂xk
u

)
+ (u,Bu)

= −
∑
k

(
∂

∂xk
(Ak(x)u), u

)
+ (u,Bu).

Do đó tồn tại hằng số dương β với

‖(I − λA)u‖2 ≥ (1− β |λ|) ‖u‖2 .
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Vì vậy tồn tại ε0 đủ nhỏ sao cho

‖(I − λA)u‖ ≥ (1− β |λ|) ‖u‖ , ∀ |λ| ≤ ε0.

Ta chỉ ra công thức (2.21) là đúng đối với u ∈ D(A) tùy ý. Sử dụng toán

tử làm trơn ρδ, ta có

(I − λA)(ρδ ∗ u) = ρδ ∗ (I − λA)u− λ{A(ρδ ∗ u)− ρδ ∗ (Au)}.

Từ Bổ đề 2.1 ta có

Cδu = A(ρδ ∗ u)− ρδ ∗ (Au)→ 0 trong L2 (δ → +0).

Vì ρδ ∗ u ∈ W 1
2 , ta thấy

‖(I − λA)(ρδ ∗ u)‖ ≥ (1− β |λ|) ‖ρδ ∗ u‖ .

Nếu δ → +0 ở cả hai vế của bất đẳng thức trên thì bất đẳng thức này

tiến tới các số hạng của hai vế (2.21) tương ứng. Vậy ta kết luận (2.21)

đúng với u ∈ D(A). �

Định lý 2.4. Toán tử (I − λA) (λ 6= 0, |λ| ≤ ε, với ε là một số dương

đủ bé, là một song ánh từ D(A) vào L2.

Chứng minh.

1) Trước hết ta chứng minh A được xác định ở công thức (2.20) là một

toán tử đóng. (Ta nhắc lại khái niệm toán tử đóng.A là toán tử đóng nếu

um ∈ D(A), um → u,Aum → v thì u ∈ D(A) và Au = v.) Thực chất, từ

un → 0 nó kéo theo rằng Au → 0 trong (W2
1)∗ và nếu Aun → v0 trong

L2 thì v0 = 0 vì đơn ánh từ L2 → (W2
1)∗ thực chất là một song ánh. Ở

đây (W2
1)∗ là không gian đối ngẫu của không gian W2

1.

Ta chứng minh rằng (I−λA)D(A) là không gian đóng trong L2. Thật

vậy, ta có dãy um ⊂ D(A) sao cho (I−λA)um → v0. Khi đó từ công thức

(2.21) ta có {um} là một dãy Cauchy. Do đó, um → u0 ∈ L2 và do đó
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Aum cũng có giới hạn. Từ A là một toán tử đóng nên ta có u0 ∈ D(A)

và Aun → Au0. Nghĩa là v0 = (I − λA)u0.

2) Im(I − λA) là trù mật trong L2, vì nếu không, tồn tại ψ 6= 0 (∈

L2) và ((I − λA)u, ψ) = 0,∀u ∈ D(A). Điều này đúng với u ∈ D , do đó

(I − λA∗)ψ = 0; A∗ψ = −
∑
k

∂

∂xk
(Akψ) +B∗ψ.

Mặt khác, A∗ψ ∈ L2. Từ

A∗ψ = −
∑

Ak
∂

∂xk
ψ −

∑ ∂Ak

∂xk
ψ +B∗ψ,

ta có ψ ∈ D(A∗). Đối với (I − λA∗) ta cũng thu được bất đẳng thức

cùng dạng với công thức (2.21) được thiết lập với |λ| ≤ ε′. Suy ra, ψ = 0

điều này mâu thuẫn (với ψ 6= 0).

Do đó nếu ta đặt ε = min(ε0, ε
′) trong mệnh đề này thì điều này kéo

theo (I − λA)DA = L2 từ kết quả (1) và (2) trên. �

2.3.3 Sự tồn tại duy nhất nghiệm trong L2.

Định lý 2.5. Giả sử các ma trận Ak(x) là Hermite và Ak(x) ∈

B1, B(x) ∈ B0. Giả sử u0(x) ∈ L2, f(t) ∈ C0([0, T ], L2). Khi đó bài

toán Cauchy (2.1) và (2.2) có duy nhất nghiệm u(x, t) ∈ C0([0, T ], L2)∩

C1([0.T ], (W 1
2 )∗) đồng thời bất đẳng thức năng lượng (2.17) được thỏa

mãn.

Chứng minh. Hệ phương trình (2.1) có thể viết được dưới dạng phương

trình vi phân thường sau đây trong không gian L2

du

dt
= Au+ f(t), (2.22)

u(0) = u0. (2.23)
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Để chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm của bài toán (2.22), (2.23),

ta sẽ chứng minh toán tử A là toán tử sinh của nửa nhóm {Tt} nào đó.

Theo Định lý 2.4 có (I−λA) là song ánh nên tồn tại toán tử nghịch đảo

(I − λA)−1 ta viết lại công thức (2.21) như sau∥∥(I − λA)−1u
∥∥ ≤ 1

1− β |λ|
‖u‖ , |λ| < ε0. (2.24)

Mặt khác nếu ta đặt µ = λ−1 ta có,

(I − λA)−1 =
[
λ(λ−1I − A)

]−1
= λ−1(λ−1I − A)−1

= µ(µI − A)−1.

Do đó ∥∥(µI − A)−1
∥∥ ≤ 1

|µ| (1− β |λ|)
=

1

(|µ| − β)
,

với |µ| ≥ 1
ε0

. Suy ra thỏa mãn giả thiết của Định lý Hille-Yosida,

vậy tồn tại duy nhất nửa nhóm {Tt} với A là toán tử sinh. Cho

u0 ∈ D(A) (⊂ L2) và hàm số f(t), Af(t) ∈ C0([0, T ], L2) tồn tại duy

nhất nghiệm u(t) ∈ C1([0, T ], L2). Song ta không biết Af(t) có thuộc

C0([0, T ], L2) hay không.

Để khắc phục điều trên ta giả sử u0 ∈ W 1
2 (⊂ D(A)) và f(t) ∈

C1([0, T ],W 1
2 ). Khi đó giả thiết của Định lý 2.5 được thỏa mãn.

Bây giờ với u0 bất kì và f(t) mà thỏa mãn giả thiết của Định lý,

chúng ta có thể sử dụng toán tử làm trơn ρδ để có (u0)δ = ρδ ∗ u0

và fδ(t) = ρδ ∗ f(t). Điều này cũng thỏa mãn các giả thiết. Do đó tồn

tại nghiệm uδ(t) ∈ C1([0, T ], L2) Nhưng nếu như áp dụng bất đẳng thức

(2.17) vào uδ(t)− u′δ(t) khi đó cố định số T (> 0). Ta có

max
0≤t≤T

‖uδ(t)− uδ′(t)‖1 ≤ C(T )

∥∥∥u(δ)
0 − u

(δ′)
0

∥∥∥
1

+

T∫
0

‖fδ(t)− fδ′(t)‖1 dt

 .
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Do đó, khi δ → +0, {uδ(t)} là dãy Cauchy trong C0([0, T ], L2) nghĩa là

uδ(t)→ u(t) ∈ C0([0, T ], L2).

Mặt khác nếu ta áp dụng quá trình lấy giới hạn với

uδ(t) = u0
(δ) +

t∫
0

{Auδ(s) + fδ(s)}ds,

ta được

u(t) = u0 +

t∫
0

{Au(s) + f(s)}ds,

ở đây phép lấy tích phân được thực hiện với tô pô của L2. Từ đây

d

dt
u(t) = Au(t) + f(t)

là đúng theo nghĩa của tô pô trong L2. �

2.4 Bài toán Cauchy cho hệ phương trình đối xứng

cấp một trong không gian W 1
2

2.4.1 Bất đẳng thức năng lượng trong không gian W 1
2 .

Định lý 2.6. Giả sử hệ phương trình (2.1) có nghiệm u ∈ C0([0, T ],W 1
2 )

và u ∈ C1([0, T ], L2). Giả sử Ak(x) ∈ B2 là các ma trận Hermite,

B(x) ∈ B1. Khi đó ta có bất đẳng thức năng lượng với chuẩn trong W 1
2

như sau

‖u(t)‖1 ≤ e(γ1t) ‖u(0)‖1 +

t∫
0

e{γ1(t−s)} ‖f(s)‖1 ds, (2.25)

Chứng minh. Trước tiên ta cần ta chứng minh (2.25) với điều kiện mạnh

hơn sau đây đối với u(t) : u ∈ C0([0, T ],W 2
2 ) và u ∈ C1([0, T ],W 1

2 ).
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Nếu ta tác động
∂

∂xi
= Di lên

d

dt
u(t) = Au(t) + f(t),

thì ta được

d

dt
Diu(t) = A(Diu) + (DiA)u+Dif (i = 1, 2, 3, ....., n),

ở đây

DiA =
∑

(DiAk)
∂

∂xk
+DiB.

Nếu f ∈ C0([0, T ],W 1
2 ), chúng ta có thể áp dụng bất đẳng thức năng

lượng (2.17) với Diu(t). Bây giờ ta có

d

dt
‖Diu(t)‖2 ≤ γ′ ‖Diu(t)‖2 + 2 ‖Diu(t)‖ (||Dif(t)‖+ C ‖u(t)‖1).

Với kết quả này ta xét

d

dt
‖u(t)‖2 ≤ γ′ ‖u(t)‖2 + 2 ‖u(t)‖ · ‖f(t)‖

và

‖u(t)‖1
2 = ‖u(t)‖2 +

∑
‖Diu(t)‖2 .

Ta có
d

dt
‖u(t)‖1

2 ≤ 2γ1‖u(t)‖1
2 + 2 ‖u(t)‖1 · ‖f(t)‖1 .

Từ điều này với 0 ≤ t ≤ T ta có

‖u(t)‖1 ≤ e(γ1t) ‖u(0)‖1 +

t∫
0

e{γ1(t−s)} ‖f(s)‖1 ds, (2.26)

ở đây γ1 xác định theo T .

Sau đó công thức (2.26) cũng được chứng minh cho trường hợp u trong

giả thiết của Định lý 2.6 bằng phương pháp làm trơn. �
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2.4.2 Toán tử A trong không gian W 1
2

Xét như miền xác định của A như sau

D(A) = {u;u ∈ W 1
2 , Au ∈ W 1

2 }. (2.27)

Mặt khác đối với tính trơn của các hệ số, ta giả sử các ma trận Ak(x)

và B(x) thảo mãn các điều kiện

Ak ∈ B2, B ∈ B1. (2.28)

Định lý 2.7. Giả sử miền xác định D(A) như (2.27), các ma trận Ak

là Hermite và thỏa mãn (2.28), và u ∈ D(A). Khi đó bất đẳng thức sau

được thỏa mãn trong W 1
2

‖(I − λA)u‖1 ≥ (1− β1 |λ|) ‖u‖1 (β1 > 0,∀λ : |λ| < ε1), (2.29)

trong đó β1 là số dương nào đó, ε1 là số dương đủ nhỏ.

Chứng minh.

Chứng minh tương tự như trong trường hợp L2. �

Để chứng minh Định lý 2.8 dưới đây, ta cần chứng minh hai bổ đề

sau

Bổ đề 2.2. [1, Mệnh đề 2.12] Giả sử f là hàm thuần nhất có bậc −n,

tức là f(λ(x)) = λ−nf(x), ∀λ ≥ 0, và thỏa mãn các điều kiện sau∫
|x|=1

f(x)dSx = 0, ở đây f ∈ Cm+1 (Rn\{0}). Khi đó F [v.p.f(x)] (ξ) =

K(ξ) là hàm thuần nhất bậc 0 và
∫
|ξ|=1

K(ξ)dSξ = 0 ở đây K ∈

Cm(Rn\{0}) (m = 0, 1, 2, ....), trong đó tích phân trong biến đổi Fourier

hiểu theo nghĩa giá trị chính.

Bổ đề 2.3. Cho a ∈ B2, và toán tử giả vi phân Λ. Khi đó hoán tử

Cu = (a(x)Λ− Λa(x))u là một toán tử bị chặn trong L2.
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Chứng minh.

Để chứng minh điều này ta chỉ cần xét trường hợp u ∈ D . Ta viết

(Cu)(x) =
∑
j

a(x)Rj
∂

∂xj
u−Rj

∂

∂xj
(a(x)u)

=
∑
j

(a(x)Rj −Rja(x))
∂

∂xj
u−

∑
j

Rj
∂a

∂xj
u.

hạng tử cuối là một toán tử bị chặn do vậy ta chỉ cẩn kiểm tra hạng tử

đầu.

Xét công thức (1.15), ta đặt

vε(x) =

∫
|x−y|≥ε

{a(x)− a(y)}Rj(x− y)
∂

∂yj
u(y) dy

=

∫
|x−y|=ε

[a(x)− a(y)]Rj(x− y)u(y)cosγj dSε

+

∫
|x−y|≥ε

∂a

∂yj
(y)Rj(x− y)u(y) dy

+

∫
|x−y|≥ε

[a(x)− a(y)]

(
∂

∂xj
Rj

)
(x− y)u(y) dy.

Nếu ta cho ε → +0 thì số hạng đầu tiên tiến tới một hàm có thể đánh

giá ước lượng bởi C |a(x)|1 |u(x)| do dó chuẩn trong L2 của số hạng đầu

tiên được ước lượng bởi C |a(x)|1 · ‖u‖. Số hạng thứ hai ta có thể viết là

v.p.Rj(x) ∗ axj(x)u(x). Cuối cùng ta ước lượng số hạng thứ ba, ta viết

tách thành hai tích phân như sau∫
ε≤|x−y|≤1

dy +

∫
|x−y|≥1

dy,

ở đây tích phân thứ hai không thể vượt quá

2 |a(x)|0

∣∣∣∣∣
[
∂

∂xj
Rj(x)

]
|x|≥1

∣∣∣∣∣ ∗ |u(x)|

34



về giá trị tuyệt đối của nó. Mặt khác,

∂

∂xj
Rj(x) = 0 (|x|−n−1),

do vậy tổng của các số hạng có thể ước lượng bởi C ′ |a(x)|0 ‖u‖ với

chuẩn trong L2. Nếu ta đặt a(x) − a(y) =
∑
axi(x)(xi − yi) + b(x, y),

thì từ việc |b(x, y)| ≤ |b|2 |x− y|
2 ,

ta có ước lượng∣∣∣∣∣∣∣
∑
i

axi(x)

∫
ε≤|x−y|≤1

(xi − yi)
∂Rj

∂xj
(x− y)u(y) dy

∣∣∣∣∣∣∣
+ |a|2

∫
|x−y|≤1

|x− y|2
∣∣∣∣∂Rj

∂xj
(x− y)

∣∣∣∣ |u(y)| dy.

Số hạng thứ hai của biểu thức này cũng không có vấn đề gì nên ta chỉ

kiểm tra số hạng đầu. Thấy xj
∂Rj(x)

∂xj
là hàm số thuần nhất bậc (−n)

và trung bình tích phân của nó là 0. Ta phải chỉ ra rằng thực chất biến

đổi Fuorier của v.p.

[
xi
∂Rj(x)

∂xj

]
|x|≤1

là một hàm bị chặn. Để thấy điều

này ta đặt xi
∂Rj(x)

∂xj
= K(x). Vì trung bình hình cầu của K(ξ) là 0, ta

có

lim
ε→+0

∫
ε≤|x|≤1

e−2πixξK(x) dx = lim
ε→+0

∫
Ω

K(ω) dω

1∫
ε

e(−2πirρcosγ)

r
dr,

=

∫
Ω

K(ω)d(ω)

1∫
0

e(−2πirρcosγ)

r
dr.

Từ điều này ta thấy nó bị chặn với |ξ| = ρ < 1.

Tiếp theo chúng ta chứng minh bị chặn khi |ξ| → +∞ để làm điều này

ta dùng Bổ đề 2.2 ta có F [v.p.K(x)] là bị chặn, do đó ta phải chứng
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minh F
[
(K(x))|x|≥1

]
là bị chặn trong |ξ| ≥ 1. Để kết thúc trước hết ta

xét hàm α(r) ∈ C∞ với α(r) = 0 trong r ≤ 2 và bằng 1 trong r ≥ 3. Ta

thấy rằng,

F
[
(K(x))|x|≥1

]
= F [α(r)K(x)] + F

[
(1− α(r))(K(x))|x|≥1

]
.

Ta thấy số hạng thứ hai là một hàm bị chặn theo ξ, mặt khác số hạng

đầu bị chặn vì

F

[
∂

∂xj
{a(r)K(x)}

]
là một hàm bị chặn, là biến đổi Fourier của một hàm trong L1, vì thế

2πiξj × F [a(r)K(x)] (j = 1, 2, ....n) là bị chặn. Cuối cùng ta thấy nó bị

chặn với |ξ| ≥ 1. �

Định lý 2.8. Giả sử miền xác định của A được cho bởi (2.27), và giả

sử (2.28) được thỏa mãn. Khi đó (I − λA)với |λ| < ε1 là một song ánh

từ D(A) vào W 1
2 .

Chứng minh. Theo Định lý 2.4 ta có ảnh của (I − λA)D(A) là đóng, vì

thế để chứng minh ảnh này trùng với W 1
2 chúng ta chỉ ra tính trù mật

của nó.

Giả sử ảnh của (I − λA)D(A) không trù mật, khi đó tồn tại một

ψ1 ∈ W2
1 (ψ1 6= 0) với

((Λ + 1)(I − λA)u, (Λ + 1)ψ1) = 0 (u ∈ D(A)),

trong đó Λ là toán tử giả vi phân như mục 1.6.3.

Ta đặt (Λ + 1)ψ1 = ψ ∈ L2, vì thế

ψ 6= 0. (2.30)

Ta có

(I − λA∗)(Λ + 1)ψ = 0.
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Từ mối quan hệ này ta có thể viết lại như sau

(Λ + 1)

[
ψ + λ

∑
k

∂

∂xk
(Akψ)

]
+ λ(Cψ −B∗(x)Λψ) = 0,

−C =
∑
k

∂

∂xk
(ΛAk(x)− Ak(x)Λ),

nghĩa là

ψ + λ
∑
k

∂

∂xk
(Ak(x)ψ) + λKψ = 0, (2.31)

ở đây K = (Λ + 1)−1[C − B∗(x)(Λ + 1)], và ((Λ + 1)−1u)̂(ξ) = (|ξ| +

1)−1û(ξ). Ta có K là một toán tử bị chặn trong L2. Thật vậy, (Λ+1)−1C

là bị chặn vì từ Bổ đề 2.3 (Λ + 1)−1 ∂

∂xk
, (ΛAk(x) − Ak(x)Λ) là những

toán tử bị chặn. Với u, v ∈ L2, ta có∣∣(u, (Λ + 1)−1B∗Λv)
∣∣ =

∣∣(B(Λ + 1)−1u,Λv)
∣∣ ≤ ∥∥B(Λ + 1)−1u

∥∥
1
‖Λv‖∗

≤ ‖B(x)‖
∥∥(Λ + 1)−1u

∥∥
1
‖v‖L2

≤ C ‖u‖L2 ‖v‖L2 .

Với ‖·‖∗ là chuẩn trong không gian đối ngẫu của không gian W 1
2 và

‖B(x)‖ là chuẩn của toán tử B(x) : W2
1 → W2

1, vì thế (Λ + 1)−1B∗(x)Λ

cũng bị chặn. Từ điều này và công thức (2.31) chúng ta có thể áp dụng

bất đẳng thức (2.21). Vế trái của đẳng thức (2.31) với chuẩn trong L2

lớn hơn

(1− β′ |λ|) ‖ψ‖ − |λ| ‖K‖ ‖ψ‖ = {1− (β′ + ‖K‖) |λ|} ‖ψ‖ .

Do đó, nếu |λ| < (β′ + ‖K‖)−1 thì ψ = 0, điều này trái với giả thiết

(2.30). Vậy (I − λA) có ảnh của nó là đóng và trù mật trong W2
1. Vậy

(I − λA) là một song ánh từ D(A) vào W2
1. �
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2.4.3 Định lý tồn tại duy nhất nghiệm trong W 1
2

Định lý 2.9. Giả sử trong phương trình (2.1), Ak(x) là ma trận Hermite,

và thỏa mãn Ak ∈ B2, B ∈ B1. Giả sử cho trước giá trị ban đầu bất

kì u0 ∈ W 1
2 , và f(t) ∈ C0([0, T ],W 1

2 ) (với f(t) là vế phải của hệ phương

trình (2.1). Khi đó tồn tại duy nhất nghiệm u(t) của phương trình (2.1)

sao cho thỏa mãn u(t) ∈ C0([0, T ],W2
1) và u(t) ∈ C1([0, T ], L2). Hơn

nữa bất đẳng thức năng lượng (2.25) vẫn đúng.

Chứng minh. Từ bất đẳng thức (2.29) và Mệnh đề 2.4 thì ta có thể kiểm

tra điều kiện của định lý Hille-Yosida như sau (với E = W 1
2 ).

Ta luôn chọn được số ε1 trong W 1
2 như sau, từ Định lý 2.7 ta có bất

đẳng thức (2.29), vì theo Định lý 2.8 ta có toán tử (I −λA) là một song

ánh nên luôn tồn tại ánh xạ ngược (I − λA)−1, ta viết lại bất đẳng thức

(2.29) như sau ∥∥(I − λA)−1u
∥∥

1
≤ 1

1− β1 |λ|
‖u‖1 .

Mặt khác nếu ta đặt µ1 = λ−1 thì,

(I − λA)−1 =
[
λ(λ−1I − A)

]−1
= λ−1(λ−1I − A)−1

= µ1(µ1I − A)−1.

Do đó ∥∥(µ1I − A)−1
∥∥

1
≤ 1

|µ1| (1− β1 |λ|)
=

1

(|µ1| − β1)
,

với |µ1| ≥ 1
ε1

. Suy ra thỏa mãn giả thiết của Định lý Hille-Yosida. Giả

sử u0 ∈ D(A) (⊂ W 1
2 ) và hàm số f(t), Af(t) ∈ C0([0, T ],W 1

2 ). Khi

đó tồn tại duy nhất nghiệm u(t) ∈ C1([0, T ],W 1
2 ). Song ta không biết

Af(t) có thuộc vào C0([0, T ],W 1
2 ). Để khắc phục điều trên ta giả sử

u0 ∈ W 2
2 (⊂ D(A)) và f(t) ∈ C1([0, T ],W 2

2 ). Khi đó giả thiết của Định

38



lý 2.9 được thỏa mãn.

Bây giờ với u0 bất kì và f(t) mà thỏa mãn giả thiết của Định lý,

chúng ta có thể sử dụng toán tử làm trơn ρδ để có (u0)
δ = ρδ ∗ u0 và

fδ(t) = ρδ ∗ f(t). Điều này cũng thỏa mãn các giả thiết. Do đó tồn tại

nghiệm uδ(t) ∈ C1([0, T ],W 1
2 ) Nhưng nếu như áp dụng bất đẳng thức

(2.25) vào uδ(t)− u′δ(t) khi đó cố định số T (> 0). Ta có

max
0≤t≤T

‖uδ(t)− uδ′(t)‖1 ≤ C(T )

∥∥∥u(δ)
0 − u

(δ′)
0

∥∥∥
1

+

T∫
0

‖fδ(t)− fδ′(t)‖1 dt

 .
Do đó, khi δ → +0, {uδ(t)} là dãy Cauchy trong C0([0, T ],W2

1) nghĩa là

uδ(t)→ u(t) ∈ C0([0, T ],W 1
2 ).

Mặt khác nếu ta áp dụng quá trình lấy giới hạn trong công thức

uδ(t) = u0
(δ) +

t∫
0

{Auδ(s) + fδ(s)}ds,

thì ta được

u(t) = u0 +

t∫
0

{Au(s) + f(s)}ds,

ở đây phép lấy tích phân được thực hiện với tô pô của L2. Từ đây

d

dt
u(t) = Au(t) + f(t)

là đúng theo nghĩa của tô pô trong L2.

�

39



Kết luận

Luận văn đã trình bầy các vấn đề chính sau đây:

- Luận văn đã mô tả một số không gian hàm, toán tử làm trơn, nửa

nhóm liên tục và toán tử sinh của nó, đã nêu và chứng minh Định lý

Hille-Yosida, phát biểu bài toán Cauchy đối với phương trình vi phân

thường trong không gian Banach, đưa vào một số toán tử giả vi phân.

- Luận văn xét hệ phương trình đối xứng cấp một, trình bầy chứng

minh các bất đẳng thức năng lượng trong không gian L2 và W 1
2 . Trên

cơ sở ứng dụng Định lý Hille-Yosida, Luận văn đã chứng minh tính giải

được duy nhất của bài toán Cauchy cho phương trình đối xứng cấp một

trong không gian L2 và W 1
2 .
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