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<o P X
LGi noi dau

Nhu ching ta da biét, bat dang thitc Ky Fan [15] dong mot vai tro quan trong trong
nhiéu linh vic khac nhau ctia toan hoc, chang han nhu: bai toan téi wu, bai toan bat
déng thic bién phan, bai toan diém bat dong, bai toan can bing Nash, bai toan diém
yen ngita, bai toan bi, bai toan bat dang thitc bién phan da tri....Do ting dung rong
rai d6, ma bat dang thic Ky Fan da thu hit sy chd ¥ ctia rat nhiéu nha nghién ctu.
Mot trong nhitng linh vige duge quan tam va c6 nhiéu cong trinh duge cong bo, do 1a
nghién ctu tinh ntta lien tuc, lién tuc ctia anh xa nghiém ctia bat déng thitc Ky Fan.

Bat dang thitc Ky Fan [15] (hay con dugc goi 1a bai toan can bang [6]) 14 bai todn
tim z € D C X sao cho

f(@,y) > 0véimoiy € D,

trong d6 X 1a khong gian véc to topo 16i dia phuong thye, D C X 1a tap khac rong va
f:Dx D — R (duong thang s6) 1a ham théa man f(z,z) = 0 v6i moi € D. Diém
7 dugc goi la diém can bing.

Béng cach chon ham f mot cach phtt hgp (xem [3, 6, 15]), ta thay rdng bai toan

nay chita dung cac bai toan trén nhu nhitng truéng hop riéng:
1. Bai toan t6i uu & bai toan tim ¥ € D sao cho
9(7) < g(x) v6i moi z € D,
trong d6 ¢ : D — R 1a ham s6, va ham f dugce chon 1a g(y) —g(x) véi moi x,y € D.
2. Bai toan bat ding thic bién phan 14 bai toan tim T € D sao cho
<T(Z),T—y>>0v6imoiy € D,

trong d6 X* 1a khong gian doi ngdu cia X, T : D — X* 1a anh xa, < z*,2 > 1
gid tri clia phiém ham 2* € X* tai z. O day ham f duge chon la < T(x),x—y>

v6i moi z,y € D.
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3. Bai toan diém bat dong la bai toan tim T € D sao cho
Tz =T,

trong do X la khong gian Hilbert, T': D — D la anh xa don tri, va ham f dugc
chon 1a < T'(x) — x, 2 — y > v6i moi x,y € D. Diém 7 dudc goi 1a diém bat dong

cua anh xa 7.
4. Bai toan can bang Nash la bai toan tim T = (7;);e; € D sao cho
fi(@) < fi(@, y;) voi moi y; € D,

trong d6 f; : D — R la cac ham 0, = (2i)ier € D VOl 2' = (x))jer i,
D =1I;c;D; v6i Dy, i € I, 1a cac tap con khac rong trong X, I 1a tap hitu han cac
phan tit. Ham f duge chon 1a Y, ,(fi(2', y;) — fi(x)). Diém T dugc goi la diém

can bang Nash.
5. Bai toan diém yén ngua la bai toan tim diem (T1,T2) € Dy X Dy sao cho
©(T1,y2) < p(T1,T2) < (Y1, T2) v6i moi (y1,y2) € D1 X Dy,

trong d6 D1,Dy C X, ¢ : D; x Dy — R 1a ham s6, D = D; x D, va ham
[+ D xD — R duge dinh nghia bdi ¢(y1,x2) — ¢(z1,y2) V0L (21, 22), (y1,2) €

Dy x D,. Diém (71, 7,) dugc goi la diém yén ngya.
6. Bai toan bu la bai toan tim diém T € X sao cho
TeCTrzeC" va<Tz,7>=0,

trong d6 C' 1a nén 161, dong trong X, C* = {z* € X*| < z,2* >> 0Vz € C} 1a
noén cye ctia C, T : C' — X* 1a 4nh xa don tri v6i X* 1a khong gian topo d6i ngiu

cua X. Ham f dugc chon la < Tx,y —x > véi x,y € C.
7. Bai toan bat ding thitc bién phan da tri 1a bai toan tim 7 € X, € € X* sao cho
ZTeDEETT v <& y—T>>0v6imoiy € D,

trong d6 T : D — 2% la 4nh xa da tri v6i gia thiét T(x) 14 tap compact, 16i,
khéac rong trong X* véi moi € D. Ham f dudc chon la maxeer, < §,y — 2z >

véi z,y € D.
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Luan van nay xét cac bai toan bat ding thic véc to Ky Fan suy rong khong yéu.
Day la cac dang md rong ctia bat ding thic Ky Fan v duge phéat biéu nhu sau: Gia
st T va K la khong gian topo Hausdorff, A; : T'x K = K ,i = 0,1, la anh xa da tri
véi gia tri khac rong, Y 1a khong gian véc to topo 16i dia phuong, C: T x K x K =Y
la anh xa da tri sao cho méi gia tri ctia C' 1a nén 161, chinh thuong (tic la, C' # {0} va
C # X) vadong véi intC #0, F: T x K x K =Y la anh xa da tri véi gia tri khac
rong. V6i moi t € T, ta xét cac bai toan sau:

Bai toan (P}) : Tim z € K sao cho = € Ay(t,x) va v6i moi n € A(t,z),
F(t,z,n) N (=C(t,z,n)) # 0.
Bai toan (P?) : Tim z € K sao cho x € Ay(t, x) va véi moi n € A (¢, z),
F(t,z,n) C —=C(t,z,n).

Noi dung chinh ctia luan van la nghién citu tinh lién tuc ciia anh xa nghiém khong
yéu clia bat déng thiic véc to Ky Fan bing phuong phap vo huéng hoa phi tuyén. Trong
quéa trinh nghién cttu tinh nta lién tuc, lién tuc cia anh xa nghiém cta bai toan can
bang véc to suy rong thi phuong phap vo huéng héa tuyén tinh 1a mot cong cu rat hieu
qua, dic biet d6i v6i tinh nita lien tuc dusi. Cu thé 1a trong [10], phuong phép nay da
duge st dung cho bat dang thiic bién phan véc to yéu phu thudc tham sb trong khong
gian hitu han chiéu, va trong [7, 12] ddi véi bai toan can bang véc to yéu phu thuoc
tham s6 trong khong gian véc to topo. Tuy nhién, phuong phap vo huéng hoéa tuyén
tinh duge dung trong [7, 10, 12] doi hoi gid thiét 16i theo non va diéu kien don digu
nghiém ngit clia anh xa da tri. Nham tranh sy bat tién nay, phuong phap vo huéng
héa phi tuyén da duge stt dung dé nghién ctu tinh 6n dinh ctia &nh xa nghiém ciia cac
bai todn bat ding thitc Ky Fan suy rong. Cu thé, trong [20] phuong phap nay da duge
ap dung cho truong hop nghiem yéu. Trong [21] né duge md rong hon cho truong hop
téng quat va da thu dugce cac két qua vé tinh nita lien tuc, lién tuc ctia anh xa nghiem.
Trong luan vin nay, ching ta diing phuong phap vo huéng hoéa phi tuyén nhu trong
[21], nhung ta c6 duge cac két qua mdi khac véi cac két qua tuong tng trong [21].
Gia thiét chinh 1a diéu kieén (iz) ctia Dinh 1y 3.1. Gia thiét nay khac véi cac gia thiét
thuong duge diing trong cac bai bao gan day (xem Diéu kién Hs trong Dinh 1y 4.2 clia

[20], Diéu kien (4) trong He qua 5.3 ctia [16]). Két qua chinh clia luan van nay duge
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thé hien trong Dinh 1y 3.1 ciing mot s6 He qua ctia n6. O muc cudi ching ta dua ra
cac két qua khac veé tinh lién tuc, trong do cac gia thiét duge biéu dién thong qua anh
xa CT(+), ¢ cac gia tri duge xay dung tir nén d6i ngau khong am ciia cac gia tri clia
C'. Loi thé ctia viec ding 4nh xa nay 13 n6 cho phép xay dyng ham vo huéng héa phi
tuyén ma khong can t6i cac dinh nghia ban dau (cu thé, cong thic (3.7), (3.8)). Hon
nita, n6 cho phép ta dua ra them cac dieu kien mdéi (xem He qua 3.12 — 3.14). Diéu
dang cht ¥ 1a trong truong hgp Y = R (dudng thang thuc) va C(t, x,n) = R (tap cac
s6 khong am), bai toan (P}) c¢6 thé duge xem 1a mot bai toan trong [8, 18]. Vi du 3.3
da chi ra ring cac diéu kien clia chiing ta c6 thé ap dung cho truong hop diic biét nay
dé dua dén cac két qua vé tinh lien tuc nhu mong mudn, trong khi cac phuong phap
vo huéng héa tuyén tinh trong [8, 18] 1a khong thé.

Luan vin gom ba chuong.

Chuong 1: “Kién thic chuan bi” trinh bay mot sé dinh nghia va két qua sé dugc
stt dung trong Chuong 2 va Chuong 3. D6 1a cac khai niém va tinh chit co ban cla
khong gian topo, khong gian véc to topo, cac dinh ly, ménh dé vé tinh nita lien tuc,
lién tuc ctia anh xa da tri.

Chuong 2: “Ham v6 huéng héa phi tuyén” trinh bay dinh nghia, tinh chét ctia
ham vo huéng héa phi tuyén.

Chuong 3: “Su lién tuc ctia anh xa nghiém khéng yéu ctia bat ding thiic
véc t6 Ky Fan suy rong” trinh bay bai toan bat ding thiic véc to Ky Fan suy rong
khong yéu, dua ra cac diéu kien di dé 4nh xa nghiém ctia bai toan dé 1a lien tuc. Dong
thoi mé rong mot s6 dit kién ctia bai todn dé c¢6 cac két qua khac vé tinh lien tuc.

Luan van duge trinh bay trén co sé bai béo sau day (va mot sb tai lieu da liet ke
trong bai bao d6): “P.H.Sach, N.B. Minh (2013), Continuity of solution mappings in
some parametric non-weak vector Ky Fan inequalities, J. Glob Optim. Theory Appl,
(57),1401 — 1418” (xem [22]).

Tac gid luan van da dua vao nhitng vi du méi (Vi du 3.1, Vi du 3.2, Vi du 3.3) dé
minh hoa cho mot s6 két qua (trong B6 dé 3.1, He qua 3.1, Hé qua 3.14) clia luan van.

Luan van dugc hoan thanh tai Vién Toan hoc, Vién Han lam Khoa hoc va Cong
nghé Viét Nam, dudi sy huéng dan cua GS. TSKH. Pham Httu Sach.

Tac gid xin bay t6 long biét on sau sic t6i thay Pham Hitu Sach da luon tan tinh



Loi néi dau

huéng dan, gitp do tac gid trong qua trinh lam luan van.

TAc gia cling xin bay t6 long biét on cac thay co ctia Vien Toan hoc da day doé, quan
tam tac gid trong suét qua trinh hoc tap va nghién citu tai Vien.

Do thai gian va kién thic con nhiéu han ché nén luan van khé tranh khoi nhiing
thiéu s6t. Tac gid rat mong nhan dudc sy gép ¥ va cac v kién phan bién clia quy Thay,
Co va ban doc.

Ha Noi, thang 8 nam 2015

Vit Thi Ngan



Danh muc kyj hiéu

DANH MUC KY HIEU

R dudng thing thuc

R, nita dudng thing thyc khong am

R? khong gian Euclide 2-chiéu

R? tap cac véc to c6 cac thanh phan khong am ctia R?
rEeM phan ti # thuoc M

ye¢E M phan tit y khong thuoc M

0 tap rong

2X tap tat ca cac tap con clia X

MCN M la tap con cua N

MNN giao cta hai tap M va N

M\ N tap cac diem thuoc M nhung khong thuoc N

M x N tich Dé-cac ctia hai tap M va N

M+ N tong ctia hai tap M va N

AM vi tu tap M theo ti s6 A € R trong khong gian véc to
Vo v61l mol x

Iz ton tai x

infex f(x)  infimum cia tap {f(z) : 2z € K}
Sup,cx f(x) supremum cta tap {f(z):z € K}
intD phan trong ctia tap D

t.u. tuong ing



Chuong 1

KIEN THUC CHUAN BI

Chuong nay trinh bay mot s6 khai niém va tinh chat co ban ctia khong gian véc to
topo, va 1y thuyét anh xa da tri. Ngoai ra con c6 mot s6 ménh dé, va dinh Iy quan
trong vé tinh ntta lién tuc ctia 4nh xa da tri dudce stt dung trong cac chiing minh cia

chuong tiép theo.

1.1 Khong gian véc to topo

Dinh nghia 1.1. (xem [13], trang 16) Cho tap X # (). Ta néi rang X 1a khong gian
véc to thuc néu X cung véi phép toan cong (+ : X x X — X) va phép toan nhan vo

huéng (- : R x X — X) thoa mén cac diéu kién sau:

(1) Vaz,yzeX:(x+y)+2z=x+ (y+2) (tinh chat két hop),
(2) Vaz,ye X :z+y=y+z (tinh chat giao hoan),

(3) 3J0eX,VaeX:x+0=uz (phan tit khong),

(4) VrzeX,3reX:z+ar =0tavitts = —x,

(5) VmyeXVIeR:ANz+y) =A\r+ Ny,

(6) VzeXVApueR:(A+p)xr=+ pz,

(7) VzeX,VApueR:Auzr)= Az,

(8) Vaze X:lx=z (phan tii don vi).

8
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Dinh nghia 1.2. (xem [13], trang 20) Cho tap X # ), goi 2% 1a tap tat ca cac tap
con ctia X va 7 C 2%, Cap (X, 7) dugc goi 1a khong gian topo néu ho 7 thda man cac
diéu kién sau:

i) DervaXer,

(11) Néu Ul,UQ erTthiUynNU, €T,

(iii) Néu U, € 7 v6i moi s € S, S 1a mot tap chi s6 bat ki, thi (J,.4Us € 7.
Khi d6, cac tap thudc ho 7 goi la tap mdé.
Dinh nghia 1.3. (xem [13], trang 22) Cho (X, 7) la khong gian topo va € X. Tap
con U ctia khong gian topo X goi 1a lan cdn cia z néu c6 mot tap mé G sao cho
r € G C U. Ho tat ca cac lan can ctia z duge ky hieu 1a NV, (z) hay don gidn 1a N (x).
Mot tap con B(xz) C N (z) duge goi 1a mot co sé lan cin cia x néu véi moi U € N (z)
ton tai V € B(z) sao cho V C U.
Dinh nghia 1.4. (xem [13], trang 2) Cho I la mot tap khac rong, moi tap con khac
rong R cta I x I dude goi 1a mot quan hé hai ngoi trén I. Néu R 1a mot quan hé trén
I va cap (z1,22) € R thi ta ky hieu 2;Rz,. Ta néi rang R 1 sdp thit tu trén I néu R

théa man cac tinh chat sau:
(a)  phinranéuV z €1 : xRux.
(b) phdn doi xing néu 'V x1, 19 € I : 11Rxs, ToRT1 = T1 = To.
(c)  bac cau néuV x1, 39,13 € I : 1y R19, 13Rw3 = 11 Rw3.

Quan hé thtt ty R dudc goi 1a quan hé thi tu toan phan trén I néu véi hai phan ti
bat k¥ a,b € I mot trong hai quan hé aRb hodac bRa xay ra. Trong trudng hop ngude

lai R dudc goi 1a quan hé thit tu tiung phan trén I.
Dinh nghia 1.5. (xem [13], trang 22)
(i) Mot tap khac rong I dugce dinh hudng bdi = néu = 1a sip thit ty ting phan
trén I va v6i mdi cap o, 8 € I, ton tai v € I sao cho v = o va v = S.

(i) Mot tap con J cia tap dinh huéng (I, =) duge goi 1a cung dudi néu véi moi
i € I ton tai j € J sao cho j = i. Khi d6, (J, =) dudc dinh huéng néu J 1a mot

tap con cung dudi cua [.
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Dinh nghia 1.6. (xem [13], trang 22) Cho X 1a mot tap khac réng bat ky, anh xa
¢: I — X,6d6 (I,>) la mot tap dinh hudng, duge goi 1a mot ludi hay mot day suy
rong ciua X. Ludi ¢ duge ky higu béi (z;);er, 6 A6 z; = ¢(1).
Dinh nghia 1.7. (xem [13], trang 22) Cho (X, 7) la mot khong gian topo, 1udi (z;);e; C
X hoi tu t6i x € X néu v6i moi lan can V cla x, ton tai 7y € I sao cho x; € V v6i
moi ¢ = iy. Ky hiéu 1& (z4)aer — = hodc don gian 1a z, — = va x dugce goi 1a gidi
han cua (x;).
Dinh nghia 1.8. (xem [13], trang 23) Ludi (yx)rerx dugc goi la mot ludi con ctia ludi
(z;)ier néu ton tai mot anh xa ¢ : (K, =) — (I, =) sao cho yy = zyx) v6i moi k € K
va v6i moi i € I ton tai k; € K sao cho ¢ (k) = i v6i k = k;. Néu J 1a mot tap con
cting dudi cta tap dinh huéng (I, >), khi d6 (z;);er 1a mot ludi con cla ludi (x;)ie;-
Dinh nghia 1.9. (xem [13], trang 21) Cho khong gian topo (X, 7), tap A C X va
xr € A, x 1a diém trong ciia A néu ton tai mot lan can U ctia x sao cho U C A. Do do,
A 13 tap md khi va chi khi véi moi z € A thi 2 1a diém trong ctia A.
Dinh nghia 1.10. (xem [13], trang 21) Cho khong gian topo (X, 7).

(i) Tap A C X dugc goi la tap déng néu phan bu X \ A 1a mot tap mé trong X.

(i) Tap A C X dugc goi la bj chdn néu véi mdi lan can V cho trude ton tai mot
s6 a > 0 sao cho A C aV.
Dinh nghia 1.11. (xem [13], trang 21) Cho khong gian topo (X, 7) va tap A C X.
Hop clia tat ca cac tap mé chita trong A goi la phan trong ciia A, ky hiéu la intA. Nhu
vay, intA l1a tap md 16n nhat chia trong A.
Dinh ly 1.1. (xem [1], trang 383) Cho X la mot khong gian topo va M C X. M la
compact néu va chi néu né théa man mot trong hai dieu kién
(i) Moi phii md ciia M déu chiéa mot phi con hitu han.
(ii)  Bat ky ho tap déng nao trong X ma cé giao khong cat M thi phdi chiia mot ho
con hitu han van cé giao khong cdit M.
Dinh nghia 1.12. (xem [13], trang 23) Khong gian topo (X, 7) dugce goi la khong gian
Hausdorff néu véi hai phan tit o7 # 5 bat ky ciia X luodn ton tai hai lan can Vi, V5
clia 1 va Ty sao cho V; NV, = 0.
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Dinh nghia 1.13. (xem [13], trang 24) Cho X la khong gian véc to va trén X co trang
bi cau tric topo 7. Ta ndéi, cau tric tuyén tinh twong hop v6i cau tric topo T néu cac
phép toan tuyén tinh 1a lien tuc déi véi topo do, tic 1a
(i)  V6imoi z,y € X va v6i moi lan can V clia z + y luon ton tai lan can U, clia z
va U, clia y sao cho néu 2/ € U,y € U, thi 2’ +y' € V;
(i)  Véimoi z € X, A € R va v6i moi lan can V ciia Az luon ton tai lan can U, cla

x va mot s6 € > 0 sao cho v6i moi 2’ € U, va [N — | < e thi N2/ € V.
Khong gian tuyén tinh X trén d6 c6 mot cau tric tuyén tinh tuong hop véi cau tric
topo goi 1a khong gian véc to topo (hay khong gian tuyén tinh topo ).
Dinh nghia 1.14. (xem [1], trang 211) Cho khong gian véc to topo X. Mot ham s6
f(x) x4c dinh tréen X va lay gia tri 1a s6 thuc, goi 1a mot phiém ham trén X.
(a)  Phiém ham f dugdc goi 1a tuyén tinh néu:
(i)  f(x1 4+ 22) = f(z1) + f(x2) v6i moi x1, 29 € X
(i)  f(az) = af(x) v6i moi z € X va v6i moi s6 a.
(b)  Phiém ham f dugc goi la lien tuc tai zo € X néu v6i moi lan can Uy, cla diém

Yo = f(x0), déu ¢6 mot lan can V,, ctia diém 4 sao cho f(Vj,) C Uy,. Phiém

ham d6 goi 1a lién tuc néu no lien tuc tai moi zo € X.

Dinh nghia 1.15. (xem [1], trang 404) Cho X la khong gian véc to topo. Tap cac
phiém ham tuyén tinh lién tuc trén X goi 1a khong gian lien hgp (hay khong gian doi
ngau) cia X va duge ky hieu X*. D6 1a mot khong gian véc to, véi cac phép toan tu

nhién:
i) (it f)(x) = filz) + fo(),
(i)  (fir)r=afi(z).

Dinh nghia 1.16. (xem [13], trang 17) Cho X la khong gian véc to topd va tap
CCX.

(i) C dugc goi la tdp l0i néu véi moi z,y € C, A € [0,1] thi Az + (1 — Ny € C.

(i) C dugc goi la nén néu véi moi x € C'va A € R, thi Az € C.

11
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(iii) Non C duge goi 1a chinh thuong néu C # X va C # {0}.

Nhan xét 1.1. Tap C C X dudgc goi 1a nén 16i néu né vita la tap 16i va vita 1a non,
tic la A\C C C v6imoi A € R, va C'+ C C C. Thém niuta, ta luon c6 C + intC' C intC
véi intC # ().

Dinh nghia 1.17. (xem [13], trang 27) Mot khong gian véc to topo X duge goi la
khong gian topo 1oi dja phuong (va topd clia né goi 1a topo loi dia phuong) néu trong
X ¢6 mot co s6 1an can (ctia gbc) gom toan tap 106i.

Dinh 1y 1.2. (xem [11], trang 417) Cho A, B la hai tdp 1oi khdc rong va roi nhau ciia
khong gian véc to topo loi dia phuong X. Néu A la tap compact va B la tap dong thi

ton tai hdang s6 c, € > 0 va mot phiém ham tuyén tinh lién tuc f trén X sao cho

fla) <c—e<c< f(b) vdi moia € A,b € B.

1.2 Anh xa da tri

Dinh nghia 1.18. (xem [2], trang 9) Cho X, Y la hai tap bat ky. Cho F: X =Y Ia
dnh xa tit tap X vao tap gom toan bo tap cac tap con clia Y (duge ky higu 1a 2¥). Ta
n6i F la danh za da tri tit X vao Y. Nhu vay, ting v6i moi phan ti ctia X v6i mot tap

con clia Y. Ky hieula FF: X =Y hoac F: X — 2Y,

Dinh nghia 1.19. (xem [2], trang 9) Mién hiu hiéu cia dnh za da tri F 13 tap hop
tat ca cac x € X sao cho F(x) # (), ky hi¢u 1a domF,

domF :={x € X : F(x) # 0}.

Dinh nghia 1.20. (xem [2], trang 10) Mién dnh ciia dnh za da tri F 1a hop tat ca cac
gia tri F(z) khi z chay khdp X, ky hieu 14 imF,

imF = F(X) = | ] F(x).

zeX
Dinh nghia 1.21. (xem [2], trang 10) Do thi cia dnh za da tri F 13 tap hop tat ca
cac diém (z,y) € X x Y sao cho y € F(x), ky hiéu la grF,

grF :={(z,y) e X xY :y € F(x)}.
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Dinh nghia 1.22. Gia st F, F1, F; : X = Y la anh xa da tri tt X vao Y va A € R.
Khi do,

(Fy+ Fy)(+) = Fu(-) + Fa(e),

(F1— F)(-) = Fu(-) — F2(+),

Dinh nghia 1.23. (xem [2], trang 11) Gid sit F': X =2 Y la anh xa da tri tt X vao
Y. Khi d6, F 1a 4nh xa déng (t.u.md) néu grF la tap déng (t.u.md) trong X x Y.

Dinh nghia 1.24. (xem [2], trang 11) Anh xa da tri F : X =2 Y duge goi la c6 gia
tri dong (t.u. md, 16i, compact...) néu va chi néu, véi méi z € X, déu c6 F(x) la tap
déng (t.u. md, 16i, compact...) trong Y.

Nhan xét 1.2. Anh za déng thi ¢é gid tri dong. Tuy nhién, diéu nguoc lai khong ding.

Vidu 1.1. Cho danh xza da tri F : R = R xdc dinh bdi

0 néu z < 0,
F(z) = {0y B (1.1)

[0,1] néuz > 0.

Khi do, F la anh xza co gia tri dong tuy nhién F khong la dnh za dong.

1.3 Tinh lién tuc cia anh xa da tri

Cho X,Y la khong gian topo va F': X =2 Y la anh xa da tri ¢6 gia tri khac rong.

Dinh nghia 1.25. (xem [2], trang 19) Anh xa da tri F dugc goi 1a nita lien tuc trén
tai g € domF néu v6i moi tap mé N C Y ma F(zg) C N thi ton tai lan can U(xo)
cla xg sao cho F(z) C N v6i moi x € U(xy). Anh xa da tri F dude goi 1a nida lien tuc
trén trong X' C domF néu F la nita lién tuc trén tai moi diem x € X’. Trong trudng

hop X' = X = domF, ta néi don gian rang, F' 1a nita lién tuc trén.
Vidu 1.2. Cho dnh xza da tri F : R = R zdc dinh bdi
{0} néu x > 0,
F(z)=4q{-1} néuz <0, (1.2)
[-1,1] néuxz=0.

13



Chuong 1. KIEN THUC CHUAN BI

Khi do, F la nita lién tuc trén tai x = 0.

Dinh nghia 1.26. (xem [2], trang 19) Anh xa da tri F dugc goi 1a nia lién tuc dudi
tai 1o € domF néu véi moi tap mé N C Y ma F(zg) NN # () thi ton tai mot lan can
U(xg) ctia xg sao cho F(z) NN # () v6i moi z € U(xg) NdomF.

Ta nhic lai mot cach dinh nghia khac vé tinh ntta lién tuc dudi ctia F tai zo nhu

sau:

Dinh nghia 1.27. (xem [13], trang 51) Anh xa da tri F dugc goi 1a nata lien tuc dudi
tai (1o, 10) € grF néu v6i moi tap mé N chita diém y, thi ton tai mot lan can U(xg)
clia xg sao cho F(z) NN # 0 v6i moi x € U(xg) N domF. Khi d6, anh xa da tri F
duge goi 1a nita lien tuc dudi tai o € domF néu no la nita lien tuc dudi tai moi diém
(20, Y0) € grF.

Pinh nghia 1.28. (xem [2], trang 19) Anh xa da tri F dugc goi 1a nia lien tuc dudi
trong X' C domF néu F nita lien tuc duéi tai moi diéem = € X’. Trong truong hop

X' = X = domF, ta néi don gidn ring, F' 1a nia lién tuc dudi.
Vidu 1.3. Cho anh xa da tri F': R = R xdc dinh boi

{0}  néuz=0,
F(z) = (1.3)
[0,1] néu x # 0.
Khi do, F la nia lién tuc dudi tai x = 0.

Dinh nghia 1.29. (xem [2], trang 20) Anh xa da tri F dugc goi 1a lien tuc tai zy €
domX néu F dong thoi nita lien tuc trén va nita lien tuc dudi tai . Anh xa da tri
F ducgc goi 1a lién tuc trong X' C domF néu F lién tuc tai moi diém = € X'. Trong

truong hop X’ = X = domF, ta néi don gian rang, F' 1a lien tuc.

Dinh 1y 1.3. (xem [4], trang 67) Gid st X,Y la khong gian topo va gid si cac diéu

kién sau duogc thoa man:
(i) Anh za f la nita lien tuc dudi trong X X Y';
(ii) Anh za da tri S X = Y la nida lien tuc trén tai zo € X ;

(iii) S(xo) la tap compact va S(z) # O vdi moi x € X.

14
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Khi do, ham o : x — a(z) = inf e f(2,y) la nia lien tuc dudi tai xo.

Dinh 1y 1.4. (xem [4], trang 69) Gid si X,Y la khong gian topo va gid si cic diéu

kién sau duogc thda man:
(i)  Anh za f la nia lien tuc trén trong X x Y;
(ii) Anh za da tri S X = Y la nida lien tuc dudi tai xo € X ;
(iii)  S(z) # 0 vdi moi x € X.
Khi do, ham o : x — a(x) = infycs@) f(2,y) la nia lien tuc tren tai .
Tt Dinh 1y 1.3 va Dinh 1y 1.4 ta c6 két qua sau:
Dinh 1y 1.5. Cho X,Y la khong gian topo va cho cdc dieu kién sau dugc théa man:
(i)  Anhzas: X xY — R (duong thing thuc) la mot ham lien tuc.
(ii) Anh za da triv - X =Y la lien tuc ¢6 gid tri compact khdc rong.
Khi dé, ham f: X — R xdc dinh bdi f(x) = sup,ey,) s(z,y) la lien tuc.

Tiép theo ta nhac lai khai niem vé C-nia lién tuc ciia 4nh xa da tri. Gid st X 1a
khong gian topo, Y la khoéng gian véc to topo, F': X = Y la anh xa da tri c6 gia tri

khac rong va C' : X = Y 1a anh xa da tri ma gia tri 1a nén 1oi.

Dinh nghia 1.30. (xem [19], trang 1058) Anh xa da tri F dugc goi 1a C-nia lien tuc
trén tai vo € domF néu véi moi tap mé N C Y ma F(zy) C N thi ton tai lan can
U(zo) clia xg sao cho F(z) € N + C(x) véi moi z € U(xy). Anh xa da tri F duge goi
1a C-nia lién tuc trén trong X' C domF néu F 1a C-nia lién tuc trén tai moi x € X'.

Trong truong hop X’ = X = domF, ta néi don gidn rang, F' 1a C-nia lién tuc trén.

Dinh nghia 1.31. (xem [19], trang 1058) Anh xa da tri F dugc goi 1a C-niba lien tuc
dudi tai xy € domF néu v6i moi tap mé N C Y ma F(xy) NN # () thi ton tai lan can
U(x) ctia g sao cho F(x) N (N — C(z)) # 0 v6i moi = € U(x). Anh xa da tri F duge
goi 1a C-nia lién tuc dudi trong X' C domF néu F la C-niia lien tuc dudi tai moi
x € X'. Trong truong hop X' = X = domF, ta néi don gian ring, F' 1a C-nita lién tuc

dudi.
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Nhan xét 1.3. Néu F I ntia lien tuc trén (t.u.dudi) thi F' la C-nita lién tuc trén

(t.u.dudi). Tuy nhién diéu ngugc lai khong ding.
Vidu 1.4. Cho dnh xza da tri F : R = R zdc dinh bdi

Flz) = {0}  néuzeq, (1.4)

va cho C(x) =Ry néuz € Q va C(x) = —Ry néuz ¢ Q.

Khi do, F la C-nta lién tuc trén trong R nhung F' khong nia lién tuc trén trong R.

Sau day, ta dua ra mot s6 két qua vé tinh lien tuc da duge chitng minh trong [21].
Gia st K la khong gian topo, Y la khong gian véc to topo, C' : K = Y la anh xa da tri
sao cho véi moi x € K, C(x) 1a nén 10i, chinh thuong, dong véi intC #0, E: K =Y
la &nh xa da tri c6 gié tri khéc rong, compact sao cho E C intC, tic la E(z) C intC(x)
véimoi x € K, F,G: K = Y la anh xa da tri véi gia tri khdc rong va F, G c6 gia tri
bi chin, tic 1a v6i moi € K thi F(z),G(z) 1a tap bi chan trong Y. Ham s° : K = R,

1 = 1,2 dudc xac dinh nhu sau:
s'(z) = min{\ € R: F(z) N (AE(z) + G(z) — C(x)) # 0};
s*(x) == min{\ € R: F(z) C (AE(x) + G(z) — C(z))}.

Ménh dé 1.1. (xem [21], Hé qua 3.1) Gid st F — G c6 gid tri C- dong (tiic la vdi moi

r e K, F(x)— G(x)+ C(z) la tap dong).
(i) Néu E la nita lien tuc trén, C' c6 do thi dong, F la C- nia lien tuc trén va co
gid tri compact, G la (—C)- nifa lién tuc trén va c¢é gia tri compact thi s* la nia

lién tuc duds.

(ii) Néu E la nita lién tuc dudi, intC c6 do thi md, F la C- nia lien tuc dudi, G

la (—C)- nita lien tuc dudi thi s* la nia lien tuc trén.

Ménh dé 1.2. (xem [21], Hé qua 3.2) Gid st G ¢6 gid tri (—C)- doéng (tic la vdi moi
r € K, G(x) — C(x) la tap dong).

(i)  Néu E la nia lien tuc trén, C ¢6 do thi déng, F la (—C)- nia lién tuc dudi, G

la (—C)- nita lien tuc trén va cé gia tri compact thi s* la nika lién tuc dudi.
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(i)  Néu E la nia lién tuc dudi, intC' cé do thi md, F la (—C)- nita lién tuc trén,
G la (—C)- nia lién tuc dudi thi s* la nia lién tuc trén.
B6 dé 1.1. (xem [21], B6 dé 4.1) Cho T va K la khong gian topo Hausdorff, 15 T=K
la anh za da tri vdi gid tri khdc rong, f: Tx K —Rlaham so, S: T = K la dnh xa
da tri dugc dinh nghia bdi

~

S(t) = {x e P(t): f(t,z) >0}, VteT.
Giad sttty € domS va:
(i) 12 la mata lién tuc trén va cé gid tri compact tai tg.
(ii)  f la nata lien tuc trén tai (to, xo) vdi moi zo € D(to).
Khi do, S la nita lién tuc trén tai t,.

Trong phan cudi nay, ta sé nhic lai cdc meénh dé thé hien mbi quan hé gitta day suy

rong, tap compact va tinh nita lién tuc ctiia 4nh xa da tri.

Meénh dé 1.3. (xem [13], trang 54) Anh za da tri F la nia lien tuc trén tai zo € domF
néu va chi néu véi moi tap mé N CY ma F(xg) C N va vdi moi day suy rong r, € X,

To — To thi ton tai ag > a sao cho F(x,) C N vdi moi a > ap.

Ménh dé 1.4. (xem [13], trang 55) Anh za da tri F nia lien tuc dudi tai (zo,10) €
X XY néu va chi néu véi moi diy suy rong v, € X, x4 — o thi ton tai day con s

cta day x, va day suy rong ys € Y, yg — yo sao cho yz € F(xg) vdi moi [5.

Dinh nghia 1.32. (xem [13], trang 55) F' la dnh za da tri compact tai zo € X néu
v6i moi day suy rong (2, Ys) € grF ma x, — xo thi ton tai mot day con ysz cta day

Yo €Y ma ys — yo € F(z0).

Ménh dé 1.5. (xem [13], trang 56) F la dnh xa da trj compact tai xo € X néu va chi

néu F(xo) la tap compact va F la nia lién tuc trén tai x.
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Két luan Chuong 1

No6i dung chinh ctia Chuong 1 1a:

1. Nhic lai mot s6 kién thiic vé khong gian topo, khong gian véc to topo, khong gian

véc to topo 1oi dia phuong.

2. Nhic lai mot s6 khai niém, ménh dé, dinh 1y va hé qua vé tinh nita lién tuc, lién

tuc cia anh xa da tri.
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Chuong 2

HAM VO HUONG HOA PHI
TUYEN

Chuong 2 trinh bay khai niém va mot vai tinh chat ctia ham vo huéng héa phi tuyén.
Day sé 1a cong cu hiéu qua dé tiép can dén tinh lién tuc ctia anh xa nghiém khong yéu

ciia bat dang thitc véc to Ky Fan suy rong.

2.1 Khai niém ham vé huéng héa phi tuyén

Cho Y 13 khong gian véc to topo 1oi dia phuong véi d6i ngau topo Y* va C' C Y lanén
161, chinh thuong, dong véi intC # ) vae € intC'. Ta luon gia st rang (—C)N intC' = (.
Dat

Ct={yeY :<y'y>>0VyeCl
Cr={y eCr: <y e>= 1},
6do, <y*,y>lagiatrichay* €Y  taiyeY.

Nhan xét 2.1. Ta c6 < y*,e > > 0 véi moi y* € CT\ {0}. Thuc vay, gia st v6i y* # 0,
y* € CT taco <y*,e><0.Doe € intC nén ton tai mot lan can déi xing U, clia
e sao cho e + Uy € C. Vi y* € C* nén véi moi u € Uy ta c6 < y*,e +u > > 0 hay
< y*,u > > 0. Mat khac Uy 1a lan can doéi xiing clia e nén véi moi u € Uy ta cling c¢6

<y*,—u>>0.Dodb, <y*,u>=0véimoiuec Uy Liy y € Y bat ky va A > 0 sao
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cho A\y € Uy. Khi d6 < y*, Ay > =0, suyra < y*,y >=0v6imoiy €Y, hay y* =0,

diéu nay mau thuan véi gid thiét.
Ta dua ra dinh nghia vé ham vo huéng héa phi tuyén sj,7 = 1,2 nhu sau.
Dinh nghia 2.1. Cho @ la mot tap bi chan, khac rong. Dat
Ap={AeR: Qn(Xe—C) # 0},

Ay ={ eR: QCre—C},
sg =inf{A: Xe Ay}, i=1,2,

Nhan xét 2.2. Ta thay rang A3 C Aj va do d6 s3 > sp. Neuy € YV, Q = {y} thi
s'(y) = s§ = sy =min{A € R:y € Ae — C}. Ham s'(y) véi y € Y dugc goi la ham

Gerstewitz [9] va la truong hop déc biet cla sp,, i = 1,2.

2.2 Tinh chit cia ham v6 huéng héa phi tuyén

Trong phan nay, ta luon gia sit rang Y 1a khong gian véc to topo 16i dia phuong véi
d6i ngau topo Y* va C' C Y 1a nén 16i, chinh thuong, déng véi intC # (). Cho e € intC

va Q 1a mot tap bi chian khac rong.

Ménh dé 2.1. (zem [22], Ménh dé 3.1) Gia sit —C NintC = ().
(i) Néu Q + C la tap dong thi s = min{A : X € AL}
(i) Néu C' la tap dong thi s = min{X: X € AZ}.

Chitng minh. D¢ chitng minh Ménh dé 2.1, ta can chi ra Né véi i = 1,2 la dong va
bi chan dudi.
Gid st phan ching Af, khong bi chan duéi. Khi d6, 3 A\, € Af,k = 1,2,... ma

A\, — —oo khi k — +00. Lay ¢ € Q sao cho:
GEMe—C, V=12, .. (2.1)

khi k& du 16n, chia ca hai vé cia (2.1) cho ), ta dugc f\—’; €e+ C. ViQ la cac tap bi
chin nén khi A\, - —oothi0 € e+ C. Ma e C intC

=e+C CintC+C
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= 0cimntC+C
= —c € intC
= (—=C) NintC # 0,

trong d6 ¢ € C la diém thich hop nao dé. Diéu nay mau thuin véi gia thiét (—C) N
intC = 0. Vay Ag bi chan dudi. Mat khac, vi A3 C Ay nén AZ ciing la tap bi chin
dudi.

Tir dinh nghia Af, ta c6:

AIQ:{/\ER: QNAe—C)#0}
={AeR:3¢eQ, g€ re—-C}
={AeR:3qeQ, ecqg+C}
={AeR:lee(Q+C)}

Lay mot day (A,) bat ki trong Ajp, n € N ma A\, — Ao. Dé chiing minh A}, 1a tap
déng, ta chi ra rang Ao € Af,. Thuc vay, vi A, € Aj nén e € (Q+ C) véi moi n € N.
Mit khéc, do @ + C la tap dong nén Age € Q + C hay Ao € Aj. Vay A la tap dong.

Ta lai co

Apy={reR:QCle—C}
={AeR:VqgeQ, g re—C}
={AeR:Vqge, ecqg+C}

= A

Theo chitng minh trén A}, ¢ € @, la tap dong. Vi AZ la giao ciia cac tap déng nén
ciing la dong. O
Ménh dé 2.2. (zem [22], Ménh dé 3.2) Cho r la s6 thuc, ta luon cé:

(i) r<sy & QnN(re—intC)=0.

(i) Neéw Q+ C la tap dong, thi sp <r < QN (re—C) #0.

(iii) Néu Q la tap compact, thi r < 5% S Q ¢ re—intC.

(iv)  Néu C la tap déng, thi sé <r & QCcre—C.
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Chimng minh. (i) Xét (i) : r > s, & Q N (re —intC) # 0. Ta thay ring (i)
tuong duong véi (i), nén dé ching minh (i) ta chiing minh (i)". Thuc vay, do dinh
nghia clia s, nén ton tai v’ € Af, ma s, <" <r. Vir' € A}, nén ton tai ¢ € Q thoa
man g € r'e — C hay r'e € ¢ + C. Mat khac, (r —r')e € intC. Nén ta c6
re=re+(r—r)e
€q+C+intC

C g+ intC.

Vay QN (re —intC) # 0.

Nguge lai, néu Q N (re — intC) # () thi ton tai ¢ € Q sao cho ¢ € re — intC
hay re € g + intC. Mat khac, anh xa r — re la lién tuc nén ton tai ' < r sao cho
g €r'e—intC, do d6 1" € Ayy. Vay sp <1’ <.

(1) ViQ+C latap dong, nén theo Ménh deé 2.1 ta c6 s, € Aj, hay QN(spe—C) # 0.
Khi d6 ton tai ¢ € @ sao cho ¢ € spe — C. Thém nita (1 — s4)e € C, nén

g€ spe—C
:re—(r—ség)e—C
Cre—C—-C
Cre—C.
Vay QN (re — C) # 0.

Ngugce lai, néu Q N (re — C) #  thi theo dinh nghia ctia A, ta c6 s¢, < 7.

(1i1) Gia st @ la tap compact, thay vi ching minh (iii) ta di chiing minh hé qué
(4id) :r > sé & @ C re —intC ctia n6 la dang. Thuyc vay, néu r > sé, do dinh nghia
cua sé nen ton tai r € Aé sao cho r > r' > s%. Do r' € Aé nén véi moi ¢ € Q ta c6
q€ (re—C)hay r'e € ¢+ C. Mat khac, vir > r nén (r —r')e € intC. Suy ra,

re=re+(r—r)e
€ q+C+intC
C ¢+ ntC.
Vi dieu nay ding véi moi ¢ € Q nén Q C re — intC.

Ngugce lai, gid st Q C re — intC. Xét anh xa da tri ¢ : R = Y xac dinh béi

o(r') =r'e —intC véi v’ € R. Khi do, (r,Q) C gro. Mat khac, ¢ ¢6 do thi mé va Q 1a
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tap compact nén véi moi 7’ < r var’ di gan r thi (', Q) C gr¢. Suy ra Q C r'e—intC.
Vay sé <7 <r.
(iv) Do C'la tap déng nén theo Ménh dé 2.1 sé € Aé hay @ C s%e — C'. Khi do

v6i moi ¢ € Q ta c6 q € spe — C. Mit khéac vir > s3 nén (r — s3)e € C. Suy ra,
qGre—(r—sé)e—C’
=re—C—(r—spe
Cre—C-C
Cre—C.

Vi dieu nay ding véi moi ¢ € Q nén Q C re — C.
Ngugce lai, néu Q C re — C' thi theo dinh nghia AZ, ta co r € A3 Vay s <r. O

Nhan xét 2.3. Khi Y =R, dat C = R,, e = 1 € intR,. Do d6, néu Q" 1a mot tap

con bi chan cia Y = R thi

sLy=inf{AeR:Q N(LA-R,) #0} =infQ".

L (2.2)

Ménh dé 2.3. (zem [22], Ménh dé 5.3) Ta c6

1 . *
Sg:= sup inf <y ,q>§sé2.

y* GC:— qeQ

Daéu bing xdy ra néu Q + C la tap 1oi dong.

Ching minh. V6i mdi y* € CF, ta ¢6 y*Q = {< y*,y > y € Q} 1a mot tap bi
chan trong R. Ap dung dinh nghia clia Ai?, trong truong hop C = R, C Y = R,
e=1¢cintR;, Q =y*Q, ta dugc

AL = {AeR:[y" QI N[LA—R,] #0}.

Ta thay rang Ay C A}.. Thuc vay, véi moi A € Ag, ta c6 QN (Ae — C) # 0. Do do,
ton tai ¢ € @ sao cho ¢ € Ae — C. Khi d¢,

<yg>er<yte>—{<yy>:yelCle N—R,.
Hay y*QN[A—R,] # 0, diéu nay tuong duong véi A € A;*Q. Vay Ab C A;*Q. Cho nén,
inf{\: X e Ao} <inf{A: e Ay}
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Ap dung (2.2) véi Q" = y*Q, ta dugc inf,cq < y*,y > < sg- Vi dieu nay ding véi moi
y* € CF, ta c6 sup,.or infyeq < y*,y > < sg hay 53 < s4,.

Gia sit rang Q + C' la tap 156i, déng, nhung bat ding thitc trén khong xay ra dau
bang, tic 1a 53, < st,. Khi d6 3 r € R sao cho 5, < 7 < s4,. Ap dung Menh dé 2.2(ii),
ta c6 QNre—C] # 0 hay re € Q +C. Béi Dinh Iy 1.2, ta c6 thé tim duge 0 # y* € Y*
sao cho:

<y“re>< inf{<y*,q+c>:qe€Q,ceC}. (2.3)

Tu diéu nay cho thay y* € Ct var < y* e > <inf,cg < y*,¢ >. Chia ca hai vé (2.3)

cho < y*, e > ta dugc:

*

Y

r<inf < ——— ¢ >
€@ <yt e>
v —_ 2, y* s — - . —_ —_ o X
Dat 7* bdi ————, ta c6 y* € CF. Do do, r < inf < y*,q > hay r < 55, dicu
it Y oS ] A e < T4 y 5
nay la khong the. 0

Ménh dé 2.4. (zem [22], Ménh dé 3.4) Néu C la tap dong, thi

32Q = sup sup <y, q>.
y*eCH 9€Q
Chitng minh. Lay ¢ € Q bat ky, do C 1a tap 16i, déng nén theo Ménh dé 2.3 ta co:
s, =s8= sup <y',q>.
yreCd
Hon ntta, béi Menh de 2.2(ii), ¢ € Ae — C néu va chi néu s; < X. Tit dinh nghia ctia

sé ta co,

sé:inf{)\eR:VqEQ, q€Xe—C}
=inf{A€ R:VqeQ, s; <)}

=inf{\ € R:sup sup <y, q> <A}
9€Q yxeCt

=inf{A € R: sup sup <y, ¢ > <A}
y*eCH q€Q

= sup sup < y*,q>.
y*eCt q€Q
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Ménh dé 2.5. (zem [22], Ménh dé 3.5) Ta cd,

sb = inf s;.
yeQ

Ching minh. Lay ¢ > 0 bat ki, dat r := s, +e. Ap dung Menh d& 2.2(i), ta
c6 QN (re —intC) # 0. Do vay, ton tai ¢ € Q sao cho g € (re — intC). Khi do,
infoeq sy < sp <= sb + ¢ (xem Meénh dé 2.2(i74)). Do € > 0 dugc chon tiuy ¥, nén ta
c6 infyeq s; < sb. Néu bat déng thitc nay khong xay ra ddu bing, thi ton tai ' > 0
va ¢ € Q sao cho s, + r < 56 Ap dung Menh dé 2.2(i) véi r = se + r', ta dugc
QN [re —intC] = (. Va do do, q € re — intC. Tiép tuc 4p dung Menh dé 2.2(:) bang
cach thay ¢ béi Q ta thay rang r < si. Hay r’ < 0, nhung diéu nay la khong thé. O

Két luan Chuong 2

Noi dung chinh ctia Chuong 2 la:
1. Trinh bay dinh nghia vé ham vo hudéng hoéa phi tuyén.

2. Dua ra mot s6 tinh chat quan trong ctia ham vo hudéng hoa phi tuyén dude stt dung

trong cac ching minh cia Chuong 3.
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Chuong 3

SU LIEN TUC CUA ANH XA
NGHIEM KHONG YEU CUA
BAT DANG THUC VEC TO KY
FAN SUY RONG

Chuong 3 trinh bay cac bai toan bat déng thiic véc to Ky Fan suy rong khong yéu
phu thuoc tham sé va dua ra céc diéu kien di dé anh xa nghiém ctia bai toan néi tren

1a lién tuc.

3.1 Cac bai toan bat dang thic véc to Ky Fan suy rong khéng
yéu

Gia st T va K la khong gian topo Hausdorff; A; : Tx K = K ,7 = 0,1, 1a anh xa da

tri véi gia tri khac rong, Y 1a khong gian véc to topo 16i dia phuong, C : Tx K x K =Y

13 4nh xa da tri sao cho mdi gia tri cia C' 1 noén 16i, chinh thuong va déng véi phan

trong khac rong, F': T x K x K = Y la dnh xa da tri v6i gia tri khac rong.

Dinh nghia 3.1. Véi méi ¢t € T, ta xét cac bai toan bat dang thiic véc to Ky Fan suy

rong khong yéu véi cac nén thay déi nhu sau:
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Bai toan (P}): Tim z € K sao cho x € Ay(t,x) va v6i moi n € A (¢, z),
F(t,z,n) N (=C(t,z,n)) # 0. (3.1)

Bai toan (P?) : Tim z € K sao cho = € Ay(t,x) va v6i moi n € A(t,z),
F(t,x,n) C =C(t,z,n). (3.2)

Nhan xét 3.1. (i) Nghiem ctia mdi Bai toan (P),j = 1,2 dudc goi la nghiem
khong yéu. Néu F la don tri, thi Bai toan (P}) va (P?) trung nhau.

(ii) Cac bai toan ctia chting ta khéac v6i cac bai toan bat dang thic véc to Ky Fan
yéu duge dung trong [7, 8, 12] & chd cac diéu kien (3.1) va (3.2) duge thay thé
trong [7, 8, 12] baéi:

F(t,z,n)N —intC = 0,
hoac
F(t,z,n) ¢ —intC,

3 d6 C C Y la non 18i, chinh thudng va déng véi intC' # (. Hon nita, trong
(7,8, 12] thi Ay = Ay, vi Ay, Ay doc lap véi x. Trong [7, 8, 12] cac nghiém duge

goi 1& nghiem yéu.

3.2 Su lién tuc ctia anh xa nghiém khéng yéu cta bat dang

thic véc to Ky Fan suy rong

C6 s6 clia viec chitng minh cac két qua chinh clia chiing ta 1a bo dé sau.

B6 dé 3.1. Gid st T va K la khong gian topo Hausdorff, 12: T = K la dnh za da try
vdi gid tri khdc rong, f: T x K — R la ham s6 lién tuc, S : T = K la dnh za da tri

dugc dinh nghia boi

S(t) = {x € (t): f(t,z) <0}, VteT.
Gid st tg € domS va
(i) 7:/1\ la lién tuc va c¢é gia tri compact tai to;

(ii)  Ton tai mot ham nata lién tuc tréen g : T x K x K — R sao cho méi diém

xg € S(tg) vdi f(ty, o) = 0 cdc diéu kién sau théa man:
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(ii);  g(to, vy, m0) < 0 vdi méi xy € S(to) \ {wo};
(i)y Vi mdi diém (t,x) gan (to, m) vdi x € P(t) \ S(t), ton tai x' € S(t) sao
cho

f(t,z) + g(t, T x) > 0. (3.3)
Khi do, S la lién tuc tai ty.

Chitng minh. Ap dung B8 dé 1.1 ta ¢6 S 1a ntta lien tuc trén tai ty. Dé ching minh S
la nita lien tuc dudi tai tg, ta can ching minh S 1a nita lien tuc dudi tai (to, o) € grS,
v6i Ty € S(tg) bat ky. Gia st phan chiing S khong la nita lien tuc dudi tai (¢, o). Khi
d6, theo Menh dé 1.2 ta c6 thé két luan réng ton tai day suy rong t, — to, v6i moi
day con suy rong tg cia t,, v6i moi zg € S(tg) thi x5 /— x¢. Mt khac, do zZ 1& nia
lien tuc dudi tai tg, va z¢ € zZ(to) nén theo Ménh dé 1.2, v6i moi ddy suy rong t, — to,
ton tai day con suy rong tg cla t,, va diy suy rong xg — xo sao cho x5 € '(Z(tg) voi

moi 3. Do xy € S(ty) nén f(ty,x¢) < 0. Ta xét hai trusng hop:
(@) f(to, o) <O;
(b)  f(to, ) =0.

Trong truong hop (a), vi f lien tuc tai (tg, zo) nén f(¢,x) < 0 véi moi (¢, z) di gan
(to, zo). Khi d6 v6i "B du 16n", x5 € S(ts). Dieu nay mau thudn véi két luan néu tren.
Trong truong hgp (b), nhu trén ta c6 xg & S(tg) véi B du lon. Tu (i), véi "f du

16n", ton tai z; € S(tg) sao cho

Fta,xg 25) = f(tg, x5) + g(ts, x5, 25) > 0. (3.4)

Ta thay rang S(ty) 1a tap compact, vi né 1a giao ctia tap compact QZ(tO) va tap dong
{z € K : f(ty,z) < 0}. Lai do S la nita lién tuc trén tai ¢, bing cach chuyen qua day
suy rong con néu can, ta c6 thé gia si :L';3 — 1 € S(to). D& hoan thanh chiing minh,
ta chi ra ring zo = x,. Thuc vay, néu z, # xo thi do tinh lién tuc trén ciia f va diéu
kién

f (o, xy, o) = f(to, z0) + g(to, xy, o) = 0+ g(to, g, o) < 0
ta co f (t,2,r) < 0 véi moi (t,x',z) di gan (to,y, z¢). Do dé véi "B di 16n",

f’(tﬁ,x/ﬁ, x5) < 0. Diéu nay mau thuén véi (3.4). O
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Nhan xét 3.2. Cho K la mot tap con cia khong gian dinh chuan va || x || la ky hiéu
chuan ctia x. Néu ddit

glt.a' )=~ | o' || (3.5)
vdi moi (t,x',x) € T x K x K, thi g la ham lién tuc théa man (ii), cia Bo dé 3.1.
Nhung ta sé thay trong Vi du 3.1 sau day, ham nay khong théa man diéu kién (ii)y cla
Bo dé 3.1. Trong khi do, ta cé thé tim dugc mot ham g thich hop théa man dong thoi
diéu kién (ii), va (ii)y ctia Bo dé 3.1 taity € T va xo € S(ty).
Vi du 3.1. Cho T = [-4/5,-2/3] C R, K = [-1/2,1/2] C R, va mai (t,z,n) €
T x K x K, cho ¥(t) = [-1/2,1/2] C R, s(t,z,n) = (2|n] + 1)(t + 1/2)x. Vi méi
(t,z) € T x K, ta dinh nghia:

t+1/2)x  néux€[0,1/2],
Ft2) = swp sttamy = T e e
e (t) 2(t+1/2)x néux € [—1/2,0[.
Vi moit € T =[—4/5,—2/3], ta co
S(t) = {z € (1) : f(t,) <0}
={z€10,1/2]: (t+1/2)z <0}
—10,1/2).

g(t,a' ) =1/2(x+22)2t+1),(t,z,2) e T x K x K.
Cho ty € domS = [—4/5,—2/3] va xy € S(to) = [0,1/2]. Khi dé, f(to,z0) = 0 néu va
chi néu xo = 0. Ta thay dieu kién (ii); cia Bo dé 3.1 dugc théa man. Thic vay, vdi
mdi v, € S(to) \ {zo} =10,1/2] ta co

g(to, Ty, o) = 24(2tg + 1) < 0.

By gio ta zem xét diéu kién (ii)y ctia B6 dé nay. Voi méi (t,x) € T x K va x € () \
S(t) = [<1/2,0[, lay ' =0 € S(t) =[0,1/2], ta c6 f(t,x) = 2(t +1/2)x, g(t, 2", x) =
1/2x(2t 4+ 1). Do do,

f(t,x) + gtz z) =3zt +1/2) > 0,

va dieu kien (i), cia Bo de dugc théa man.
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Tiép theo, ta chi ra ring diéu kién (ii)y cia Bo dé 3.1 la khong théa man vdi
g dugc wdc dinh bdi (3.5). Thuc vay, gid st ngugc lai rang vdi (t,x) € T x K wva
z € D(\S(t) = [~1/2,0[, ta cd thé tim duge ' € S(t) = [0,1/2] sao cho

fta)= | &' =z || >0. (3.6)

Do x € [-1/2,0], ta c6 f(t,x) = 2(t + 1/2)x. Mat khdc, |2 — x| > | —z| = —2. V2
vay (3.6) kéo theo bat ding thic 2x(t + 1) > 0. Dieu nay la khong thé vi x € [—1/2,0]
vat € [—4/5,-2/3].

Hé qua sau chi ra rang trong mot s6 truong hgp dic biet ham f co thé dong vai tro

ham ¢ trong B6 dé 3.1.

Hé qua 3.1. Gid st cac diéu kién ciia Bo dé 3.1 la théa man, ngoai tric dieu kién (i4).

Gid st thém rang
(i)  Madi diém x € S(to) vdi f(to, o) = 0, cdc diéu kién sau théa man:

(ii);  f(to,ry) < 0 vdi moi xy € S(to) \ {mo};
(i)y  Méi diém (t,z) gan (to,zo) vdi x € V(t) \ S(t), ton tai x € S(t) sao cho
ft.2) + f(t.2) 2 0.

Khi do S la lién tuc tai tg.

Day la két qua truc tiép ctia B6 dé 3.1, véi g(t, o', 2) = f(t,2') véi moi (¢,2',2) €
Tx K x K.

Vi du 3.2. Trong Vi du 3.1, vdi méi (t,z) € T x K vdi x € ¥(t) \ S(t) = [-1/2,0],
ta lay ' =0 € S(t), ta co

ft,x)+ f(t,x) =2(t+1/2)z > 0.

Vay diéu kién (it)y cia Hé qud 3.1 dugc théa man. Diéu kién (ii); ciia Hé qud nay ciing
ding. Thuc vay, moi ty € T = [—4/5,—2/3], ta thay rang {xo € S(to) : f(to,zo) = 0}
= {0}. Do dé, cho xo = 0 va zy € S(to) \ {zo} =10,1/2] ta co

f(to, 7o) = (to +1/2)z5 < 0
nhu yéu cau.
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Cho j = 1,2, ky hiéu S7(¢) la tap nghiem ctia bai toan (P’). Ta quan tam tdi tinh
lien tuc ctia S7 tai diém to € T véi S?(to) # (). Ta luon gid st réing, anh xa da tri F c6
gia tri compact, khac rong, C 14 4nh xa da tri sao cho mdi gia tri ctia C' 13 nén 16i, chinh
thuong va déng véi phan trong khac rong. Cho e : T'x K x K — Y 1a 4nh xa don tri
sao cho e(-) € intC(-), tic la e(t, z,n) € intC(t,x,n), véi moi (t,z,n) € T x K x K.

Xét ham vo huéng héa phi tuyén
S TxKxK-—R,j=1,2,
duge dinh nghia nhu sau:
s'() :=min{A € R: F(:) N (Xe(-) — C(+)) # 0}, (3.7)
s2(-) :=min{A € R: F(-) C Xe(:) — C(-)}. (3.8)
Khi d6, theo B6 dé 2.1 thi s7 véi j = 1,2, 1a xéac dinh.
V6i moi (¢,z) € T x K, ta dat

fi(t,x):= sup s(t,x,n),j=1,2.
neAl(t,I)

Ky hieu () 1a tap cac diém bat dong clia Ag(t, ) :
Y(t):={re K:x € A(t,x)}.

Trong phan tiép theo ta luon gia st rang tq € domS?, +) 1a lién tuc va c6 gia tri compact
Dinh Iy sau day 1a két qua triec tiép ctia Bé dé 3.1 va Meénh dé 2.2, vé tinh lién tuc
cia §7, 5 =1,2.
Dinh ly 3.1. Gid st cic diéu kién sau dugc théa man:
(i) f7 la lien tuc;
(ii)  Ton tai ham g: T x K x K — R la nia lién tuc trén sao cho tai moi diem
zo € S7(ty) vdi fI(to, xo) = 0, nhiing diéu kién sau théa man:
(ii);  g(to, xg, o) < 0 vdi moi xy € S7(to) \ {zo} ;
(i),  Moi diém (t,z) gan (to,zo) vdi x € (L) \ S (t), ton tai ' € SI(t) sao
cho

fi(t,z) + g(t, ), r) >0 (3.9)
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Khi dé, S7 la lien tuc tai to.

Chitng minh. Theo Ménh dé 2.2 diéu kien (3.1) [t.u (3.2)] tuong duong véi dicu
kien s'(t,z,n) < 0 [t.u s*(t,z,n) < 0]. Khi d6 diéu kien (3.1) [t.u (3.2)] ding v6i moi
n € Ai(t,z) néu va chi néu f(¢t,x) < 0 [t.u f2(t,x) < 0]. Do d6 S7(t) = {x € ¥(t) :
Fi(t,x) < 0} voi j € {1,2}. Ap dung B6 dé 3.1 v6i ¢, f dugc thay bdi ¢ va f7 ta c6
diéu phai chitng minh. O

Nhan xét 3.3. Diéu kién (i7) ctia Dinh 1y 3.1 chi doi hoi duge thda man tai zg € S(t)
v6i f(to,ro) = 0. Suy ra rang tinh liéen tuc ctia S’ luon luon duge bado dadm néu
fI(to, zo) < 0 v6i mdi zy € S?(to).

Diéu kién (i7) 1a khac hoan toan véi céc gia thiét da duge dung trong cac bai béo
gan day (vi du nhu Dieu kien (H,) trong Dinh 1y 4.2 ctia [21] ho#ic Diéu kién (4) trong
Hé qua 5.3 cia [16]).

Nhan xét 3.4. Diéu kién (i), ctia Dinh 1y 3.1 duge thda man néu véi mdi diém (¢, )

gan (to,zo) va x € (t)\ S7(t), ton tai ' € S7(t) van € Ai(t,z) sao cho

s'(t,x,m) + g(t, ', x) >0

Tu dicu nay ta thay dicu kien (ii) ctia Dinh 1y 3.1 dugc théa man néu K 1a tap con
ctia mot khong gian dinh chuan, néu g duge dinh nghia béi (3.5) va néu véi mdi diém
(t,x) gan (tg, xo) ma x € ¥(t) \ S7(t), ton tai ' € SI(t), n € Ay(t,x) van € Ay(t,x)
sao cho

s(t,x,n)+ stz ,n) — ||z — x| >0. (3.10)
Néu Ap(t,z) = Ai(t,z) = A(t) v6i moi (t,z) € T x K, 6 d6 A: T = K la anh xa da
tri, thi (t) = A(t) = {o € K : 2 € Ay(t,z)}. Trong truong hop nay, dat n' = 2,9 = =.
No6i cach khéc, déi véi truong hop dac biet nay yeu cau trénla 3 2” € S7(t), n' € Ay (t, z)
va 1 € Ay(t,z") théa man (3.10) dugc thay thé béi yeu cau ton tai x' € S7(t) sao cho

si(t,x,z)+ 5t x)— || 2 —z|>0.

Trong Dinh 1y 3.1, ta gid st ton tai mot ham ¢ théa man diéu kien (i¢). Tuy nhién
ta c6 thé ding Hée qua 3.1 dé chi ra ring f7 c6 thé chon lam ham g trong Dinh 1y 3.1,
va do d6 tinh lién tuc clia S7 tai ¢y c6 thé c6 dude bang cach dat cac diéu kien thich

hop cho cac dit kién ctia bai toan (Ptj)7 j =1,2. Cu thé, ching ta c6 két qua sau.
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Hé qua 3.2. Gid cdc dieu kién sau duge théa mdn:
(i) f7 la lien tucy
(i)  Tai moi diém xo € S?(to) théa man f7(to, z0) = 0, ta cd
(ii);  fI(to,2g) < 0 vdi mdi xy € S7(to) \ {zo};

(i),  Moi diém (t,z) gan (to,zo) vdi x € (L) \ S(t), ton tai ' € SI(t) sao
cho fi(t,x) + fi(t,z") > 0.

Khi do, S7 la lién tuc tai t.

Trong phan cudi, ta sé tim cac diéu kién dé kiém tra gia thiét (i4) ctia Dinh ly 3.1
va He qua 3.2 cho mot s6 16p bai toan diic biet va quan trong ctia (PY), j = 1,2, véi
non C ¢6 dinh (xem He qua 3.7, 3.8, 3.10, va 3.11).

Diéu kien (i) ctia Dinh 1y 3.1 ¢6 thé duge thda man ma khong can t6i tinh lien tuc
clia cac dit kien ciia bai toan (P/). Tuy nhién, doi khi né khong dé dang dé kiém tra.
Trong Hé qua 3.4 dudi day, ching ta sé nhan duge cac diéu kieén dé kiém tra gia thiét
(i) ctia Dinh ly 3.1. Diéu nay thu dugc, bang cach dit cac tinh chét lién tuc phit hop

tréen A;, F,C va e. Két qua nay c6 dudc trén co s6 hé qua sau.
Heé qua 3.3. Cung vdi dieu kién (ii) ctia Dinh lyj 3.1, gid st rang
(i) Ay la dnh za lien tuc vdi gia tri compact;
(i) s’ la lien tuc.
Khi dé, S7 la lien tuc tai to.

Ching minh. T diéu kien (¢) va (i4), 4p dung Dinh 1§ 1.5 ta dugc tinh lien tuc clia
f7. Tu d6, theo Dinh 1y 3.1 ta c6 diéu phai ching minh. O

Heé qua 3.4. Cung vdi dieu kién (ii) ciia Dinh lij 3.1, gid st rang
(i) Ay la dnh za lien tuc vdi gia tri compact;
(ii)  F la C- lién tuc (tuong ing F la (—C)- lién tuc);
(iii)  C ¢6 do thi déng, intC c6 do thi md, va e la lién tuc.

Khi dé, S (tuong ting S*) la lién tuc tai to.
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Chitng minh. Ap dung He qua 1.1 va He qua 1.2 véi didu kien (i), (4i) ta c6 tinh
lien tuc clia s' (tuong ting s?). Tt d6, theo He qua 3.3 ta c6 diéu phéi chiing minh. [J
Cho C'la anh xa hang, tic 1a

C(t,x,m) =C, (3.11)

trong do C CY lanén 16i, chinh thuong va déng vdi intC # (). Trong truong hop nay,

e(t,z,n) =e, véi e € intC.
Hé qua 3.5. Cung vdi dieu kien (ii) cia Dinh lyj 3.1, gid si rang C la dnh za hing
duge dinh nghia bdi (3.11), trong do C C Y la nén 16i, chinh thuong, va déng vdi
intC # 0. Gid sit them réng

(i) Ay la dnh xa lién tuc vdi gid tri compact;

(ii)  F la C-lien tuc (twong ing F la (—C)- lien tuc).
Khi dé, S* (tuong 1ing S?) la lien tuc tai to.

Chitng minh. Diéu kien (ii7) cia He qué 3.3 luon théa méan, vi C' va e 1a anh xa hang.
Do d6, day 1a két qua triyc tiép cia He qua 3.3. O

Chiing ta két thic muc nay bang viéc xét mot sd truong hop dic biét quan trong
clia bai toan (P7),j = 1,2. Cu thé, trong nhing bai toan nay, ta luon gia st réing C
la 4nh xa hang duge dinh nghia bdi (3.11), trong d6 C C Y la nén 16i, chinh thuong,
déng, intC # 0. Ta ciing chon € la mot didm c6 dinh ciia intC. Gia st thém ring,
Ao(t,z) = A1(t,x) = A(t) v6i mdi (t,z) € T x K, trong d6 A : T' = K la anh xa da
tri lién tuc, c6 gia tri compact khac rong (trong truong hop nay ¢ = A, va do d6 ¢
1a lién tuc va c6 gia tri compact). Tat ca cac gid thiét trén déu duge gia st thoa man

trong cac Hé qua 3.6 — 3.11.

Hé qua 3.6. Ta zét mot truong hop dic biét cia bai todn (PY) nha sau: Tim mot diém
x € A(t) sao cho, F(t,z,n) N —C # 0 vdi méin € A(t). Kij hieu S'(t) la tap nghiém

ctia bai todn, va ty € domS*. Gid si rang
(i) Fla C- lién tuc va c6 gid tri compact;

(ii) Ton tai mot ham nia lién tuc tren §: T x K x K — R sao cho vdi méi diém

xo € S(ty) ma fi(ty, o) = 0 cdc diéu kien sau théa man.:
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(i) G(to, g, w0) < 0 vdi mdi vy € S*(to) \ {0}
(i),  Moi diém (t,z) gan (to, o) vdi x € Y(t) \ S'(t), ton tei x' € S'(t) sao
cho

[F(t,z,2) + F(t, 2, 2) + §t,z, z)e | N —intC = 0. (3.12)
Khi dé, S la lien tuc tai to.

Ching minh. Do Hé qua 3.5 ta chi can chiing minh diéu kién (i7) ctia Dinh 1y 3.1,
la thoa man véi f'(t,2) = sup,caq s'(t,2,n). Lay g(t,x',x) = fi(t,z) + gtz ),
(t,x',x) € T x K x K. Néu z, € S'(ty) thi theo Ménh dé 2.2 ta c6 s'(ty,zy, 1) < 0
v6i mdi ) € A(ty), va do d6 f1(to, z,) < 0. Khi &y, ciing véi diéu kien (i7); ctia He qua
3.6, ta c6 g(to, 1y, 7o) < 0 v6i xy € S (ty) \ {xo}, tiic 1a Diéu kien (ii); ciia Dinh 1y 3.1
duge thdéa man .

Cho t,z’, z nhu trong diéu kien (i1)y ctia He qua 3.6. V6i mdi diém ¢ € F(t, 2, x),
¢ € F(t,z',2),tac6q:=q+q +3(t, 2, z)e ¢ —intC (xem (3.12)). Khi d6, theo Ménh
de 2.2(i) s3 < 0. Mt khéc, ta co sp < si + Sé/ + sl vasl,=7,6d0y = gtz ).
Do do, s, + S;/ +g(t,z',2) > 0. Do bat ding thitc nay ding véi moi ¢ € F(t, 2, ),
¢ € F(t, ', x), ta c6 thé viét

inf s
q€F(tz,z")

Tu Ménh dé 2.5 ta ¢

+ inf 3(11/ +9(t, 2, x) >0

1
e q GF(t,x/ ,T) o

st(t,z,2') + sH(t, o, x) + Gtz ,z) > 0.

Mat khac do fl(t,x) > s'(t,x,z) va f(t,2") > s'(t,x",z) nen fl(t,x) + f1(t,z") +
g(t,z',z) > 0. Vay diéu kien (i); ctia Dinh 1y 3.1 la théa méan, va He qua 3.6 dudc
chiing minh. 0

Hé qua 3.7. Gid sv tat cd cac gid thiét cia Hé qud 3.6 la théa man, ngoai tru diéu

kién (ii). Gia st thém rang K la tdp con cia khong gian dinh chuan, va méi diém

xo € SY(to) vdi f1(to, o) =0, dieu kien (i) sau la ding:

(i) Cho mdi diém (t,z) gan (to,x0) vdi x € p(t) \ S'(t), ton tai z° € S'(t) sao
cho

[F(t,z,2)+ F(t, 2 ,z)— | ' —z | €] N —intC # 0. (3.13)
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Khi dé, S la lien tuc tai to.

Day la truong hop dac biét ciia Hée qua 3.6 v6i g duge xac dinh béi (3.5).

Két qua sau thu duge tit He qua 3.2 bang cach lam manh thém mot s6 diéu kién.

Hé qua 3.8. Gid su tat cd cdc gid thiét cia Hé qud 3.6 la théa man, ngoai tru diéu
kien (ii). Gid si them rang
(i) Tai moi diém xo € S'(to), ta co:
(i), F(to,xy,n) N —intC #£ 0 vdi méi n € A(ty) va x, € S*(to) \ {zo}:
(i),  Cho madi diém (t,z) gan (to, o) vdi x € Y(t)\ S*(t), ton tai ' € S*(t)

sao cho

[F(t,z,2) + F(t,2, )] N —intC = 0. (3.14)
Khi do, S* la lien tuc tai to.

Chitng minh. Tit Menh dé 2.2(:), didu kien F(to, 7, ) N—intC # 0 v6i mdi n € A(ty)
tuong duong véi f1(t, z4) < 0. Do do6, diéu kien (i7); tuong duong véi dieu kien (44),
cua Hé qua 3.2, v6i j = 1.

Cho (t,r) nhu trong diéu kién (ii),, 1ap luan nhu trong Hé qua 3.5 ta thiy ring
diéu kien (3.14) kéo theo dicu kien s'(¢,2,2") + s'(t,2",z) > 0. Va do do, diéu kien
(i), ctia He qué 3.2 théa man véi j = 1. Ap dung He qua 3.2 ta c6 S! 1a lien tuc tai
to. U

Hé qua 3.9. Ta zét mot truong hop dic biét cia bai toan (P?) nha sau: Tim mot diém
x € A(t) sao cho, F(t,x,n) C —C vdi méin € A(t). Ky hieu S2(t) la tap nghiem cia
bai todn, va cho ty € domS?. Gid st rang

~

(i)  Fla—(C) -lién tuc va cé gid tri compact;

(i)  Ton tai mot ham g : T x K x K — R la nia lién tuc trén sao cho vdi moi
diem xo € S*(tg) vdi f2(to, o) = 0 ta 6
(i) G(to,zg, w0) < 0 vdi moi xy € S*(to) \ {zo};

(i),  Moi diém (t,z) gan (to, o) vdi x € (L) \ S%(t), ton tei x' € S%(t) sao
cho

[F(t,z,2) + F(t,2',x) + §(t,« ,2)e] ¢ —intC. (3.15)
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Khi do, S? la liéen tuc taito.

Ching minh. Do Hé qua 3.5 ta chi can chitng minh diéu kién (i7) ctia Dinh 1y 3.1
duge théa man voi f2(t,2) = supyeamsi(t,z,n), (t,x) € T x K. Lay g(t,2',2) =
At 2+ gt 2, z), (t,a',2) € T x K x K. Néu x, € S(t) thi theo Meénh dé 3.2(iv)
ta c6 s2(to, zo,m) < 0 véi mdi n € A(ty), do do f3(ty, z,) < 0. Cung véi dicu kien (44),
ctia He qué 3.9, ta c6 g(to, zy, 20) < 0 v6i zy € S'(to) \ {20}, tiic 1a didu kien (), ctia
Dinh 1y 3.1 dugc théa man.

Cho t,z',z nhu trong diéu kién (ii), ciia He qua 3.9, va cho ¢ € F(t,2',2), ¢ €
Ft,z',z),tac6 = q+q + 3,2, 2)e & —intC (xem (3.15)). Lap luan nhu trong
He qua 3.6 ta c6 s, + S;/ + gtz 2) > 0.

Do 82<t,$, :IZ',) = S2F(t,a:,x/)

> Sg = Sé va 52(t7$l,$) = Si(t,xl,x) > SZ, = 52,’ nén ta cod
82(t7$7$/) + Sz(t,x/,m) —i-/g\(t,x/,x) > 0.

Vay (3.9) théa man véi j = 2. Ta thiy diéu kien (i), ctia Dinh 1y 3.1 1 théa man. Ap
dung Dinh 1y 3.1 ta c6 két luan ctia Hé qua 3.9. ]

Hé qua 3.10. Gid st tat cd gia thiét cia Hé qud 3.9 théa man, ngoai tru dieu kién
(ii). Gid thém ring K la tap con cia khong gian dinh chudn va véi moi xo € S*(to)

ma f2(ty, o) = 0 diéu kién (i1)" sau day duwoc théa man:
(i) Vdi moi diem (t,x) gan (to, o) vdi x € P(t)\ S?(t), ton tai ' € S?(t) sao cho

Ft,z,z)+ F(t,2",2)— | ' =z || e ¢ —intC.

Khi do, S? la lien tuc tai to.
Day 1a truong hgp dac biet ciia Hée qua 3.9, v6i g duge dinh nghia béi (3.5).
Heé qua 3.11. Gid si tdt cd gid thiét cia Hé qud 3.9 la théa man, ngogi tru dieu kién
(i1). Gid si them rang
(i) Vdi méi diem xo € S*(Ly), ta co
(i), (to,zp,m) C —intC vdi méin € A(to) va x, € S2(to) \ {zo};

(i), Vdi moi (t,x) gan (to,w0) va x € () \ S(t), ton tei x° € S*(t) sao cho
F(t,z,2) + F(t,2',z) ¢ —intC.
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Khi do, S? la liéen tuc taito.

Chiing minh nay tuong ty nhu He qua 3.8, v6i viec 4p dung Ménh dé 3.2(ii1).

3.3 Mot sd két qua khac vé tinh lién tuc

Ta nhic lai rang, Y 14 khong gian topo 10i dia phuong va Y* 1a déi ngau topo cia
Y, Y* dugc trang bi vé6i topo yéu* (tic 1a, topo c6 mot co s6 lan can ciia goc gom tat
catap co dang {f € Y* : |f(x;)| <e&,i=1,..n} v6i € > 0, x; 12 nhiing phan ti bat ky
ctia Y) . Nhu trong phan trude, ta luon gia st rang F ¢6 gia tri compact, khac rong,
C'1a anh xa da tri sao cho moéi gia tri ctia C' 13 nén 10i, chinh thuong va déng véi phan
trong khac rong, e : T x K x K —» Y la anh xa don tri sao cho e(-) € intC(-). Anh
xa 1 12 lién tuc va c6 gia tri compact tai mot diém cb dinh ¢, € dom.S7.

Ky hieu C* 1& 4nh xa da tri tot T x K x K vao Y*, ¢6 céac gia tri dude xay dung tu

nén doéi ngau, khong am clia cic gia tri cia C:
CT()={y eV : <y y>>0VyeC()}
Anhxa datri Ct tt T x K x K — Y* duge dinh nghia béi
C'()={y" eC™():<ye()>= 1}

Do Y* dugc trang bi v6i topo yéu*, theo [14] 4nh xa C*(-) c6 gia tri compact trong
topo yéu* clia Y*.

Trong phan nay, ta sé chi ra rang anh xa C* 1a mot cong cu hitu ich trong nghién
cttu tinh lien tuc ctia anh xa S7, j = 1,2. Truéc hét, ching ta dua vao ham &' :
Tx Kx K — R,j=1,2 dugc dinh nghia thong qua anh xa C*:

—1 . *
55 = sup inf <y*y>,

yrect(-) yeF() vy
3= sup sup <y*,y>.

y*€CT () yeF()
V6i méi (t,z) € T x K, ta dat

7j(t,x) = sup & (t,x,n),j=1,2.
7]€A1(t,$)

Ta thay rang dinh nghia clia fj(t, r) ¢6 duge tit fI(t, z) bang cach thay thé s/(t,x,n)

béi 57 (t, ,m). Tu Ménh dé 2.3 va 2.4 ta c6 diéu kién du cho s/ =5/, do d6 f/ = 7.
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Va tinh lien tuc ctia S7 ¢6 thé duge biéu hieén qua fj. Déng thiic s’ = 5 chi ra ring
s7 ¢6 thé duge xay dung thong qua anh xa C* ma khong can t6i dinh nghia ban dau
nhu trong cong thitc (3.7), (3.8). Hon nita, viéc ding 8 c¢6 thé dan t6i nhidu gia thiét
mdéi (xem Hé qua 3.12 — 3.14) va xem thém trong Nhan xét 3.5.

Trong phan nay, khi nghién cttu bai toan (P}), ta luon gia st rang tap gia tri ctia anh
xa F + C c6 gia tri 161, tic 1a F(t,x,n) + C(t,x,n) 1a16i v6i mdi (t,z,n) € T x K x K.
Gia thiét nay khong nhat thiét phai gia st thoa man trong bai toan (P?). Diéu dang
cha ¥ 1a, gia thiét 16i & day 1a khac véi cac gia thiét 16i tuong ting dude ding trong
[7, 8, 12]. Nhuw mot vi du minh hoa cho su khéc biét nay, ta xét mot truong hop dic
biet,  d6 F la don tri. Ta thay rang cac gia thiét 16i ctia ching ta la tu dong thoa

man, trong khi gid thiét 16i ctia [7, 8, 12] chi ding khi them mot s6 doi hoi nita.

Dinh 1y 3.2. Gid st cdc dieu kién cia Dinh Iy 3.1 dugc théa man, vdi f7 duoc thay
thé boi . Khi dé S7 la lien tuc tai to

Chitng minh. Nhu da néi trong phan dau, trong phan nay ta chi xét bai toan (P}),
4 d6 F + C c6 gia tri 16i. Néu 5 = 1 thi tu Ménh dé 2.3 ta c¢6 5' = s! vavdo d6 71 = fL
Néu j = 2 thi bdi Meénh dé 2.4 ta c6 52 = s? va do vay ?2 = f2. Ap dung Dinh ly 3.1
ta c6 diéu phai ching minh. O

Trude khi xay dung He qua 3.12, ta dua vao ham m/ : Y* x T x K x K — R,

j = 1,2 dugc dinh nghia nhu sau:

1/ % . *

m (y*,t,z,n) = inf <y y>,
(y 77) yeF(t,z,n) vl
m*(y*, t,x,n) = sup  <y'y>.

yEeF(t,z,n)

Heé qua 3.12. Gid st dieu kién (it) cia Dinh lyj 3.1 théa man, vdi f7 dugc thay thé

bdi 7j. Gid st thém rdang

(i) Ay la dnh za lién tuc co gid tri compact;
(i)  m? la dnh za lien tuc;

(i)  C* la lien tuc.

Khi dé, S7 la lien tuc tai to.
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Ching minh. Ta c6:
§(t,x,m) = sup  m!(y*tx,n).
y*eCt(t,z,n)
Mat khac, C* ¢6 gia tri compact va, do (i27) né 1a lien tuc. Nén cong vdéi diéu kien (i),
ta c6 két luan tt Menh dé 2.1 rang & 1a lien tuc. Vi vay ?j la lién tuc, va do Dinh ly

3.1 Hé qua dugce ching minh. O

Trude khi tiép tuc, ching ta sé dua ra diéu kién dua veé tinh lién tuc ctia 4nh xa CT.

Bo6 dé 3.2. Cho X la tap con ciia R™ (khong gian Euclid m chiéu) va Y = R!, ¢ dé m
va 1 la s6 nguyén duong. Néu e(-) la lien tuc va, C*(-) la nia lien tuc dudi va cé do

thi dong, khi dé C*(-) la lién tuc.

Chitng minh. Ta bat dau bang viéc chiing minh tinh ntta lién tuc duéi cia C*(-).
Cho zg € X va yp € CT (), khi d6 yo € CT(xg) va < yo,e(xy) >= 1. Lay day
T, — g, do tinh ntta lién tuc dudi cia CT(+), ton tai y, € C*(x,) sao cho y, — o.
Vi < yp,e(z,) > — < yo,e(xp) > =1 nén ta cé < y,,e(r,) > # 0 v6i n da 16n. Dit
Un = Yn/ < Yn,e(x,) >, ta thay rang g, € C*(z,), va 9, — yo. Khi ay, theo Ménh dé
1.2 ta ¢6 C* la nita lién tuc dudi tai (xo, yo).

Bay gio ta xem xét tinh nita lien tuc trén ctia C*(+). Cho xy € X, ta thay rang C* (o)
la tap compact trong Y* = Y. Vi thé béi Meénh dé 1.5, dé chiing minh tinh nta lién tuc
tren ciia C*(+) tai 2o ta chi can chiing minh rang v6i méi day (z,,,y,) € grC*t,n=1,2...
v6i z,, —> xg, ton tai mot day con y,, hoi tu t6i mot diém 3o nao dé ctia C*(z0). Thuec

vay, néu (x,,y,) € grC* thiy, € C*(z,) va < yn,e(x,) >= 1. Do d6 || y, || # 0. Xét

Un =Yn/ || yn || véin =1,2.... Vi Y la khong gian hitu han chiéu, nén ton tai mot day
T, hoi tu t6i mot diem 7, € Y nao do véi | gy || = 1. Tu <7, e(zn,) > = 1/ || Y, ||
ta c6 || Yn, || —> 1/ < Yo, e(x0) >. Va do d6 yn, = T, | Yni | — o/ < Yo, e(x0) >.
Diat yo = Yo/ < Yp,e(x0) >, ta c6 < yo,e(xg) > = 1. Vi CT(+) ¢6 do thi dong nén
(o,70) € gr CF, titc 1a yo € CT(xg). Cung véi dieu kien < yo,e(xg) > = 1 ta 6

Yo € C*(z¢) nhu mong mudn. O

Hé qua 3.13. Gid st T va K la tdap con khdac rong cia khong gian Euclid hitu han
chieu, va Y la khong gian Euclid hitu han chieu. Gid si dieu kién (i) cia Dinh Iy 3.1

la théa man, vdi f7 duge thay thé bdi Tj. Gid si thém rang:
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(i) Ay la anh xa lién tuc cé gid tri compact;

(i)  m? la dnh zq lien tuc;

(iii)  e(+) la lien tuc, CT(-) la niba lien tuc dudi va cé do thi dong.
Khi dé, S7 la lien tuc tai to.
Chitng minh. Day la két qua ctia He qua 3.12 va B6 dé 3.2. U
Heé qua 3.14. Gid st dieu kien (ii) ctia Dinh lj 3.1 la théa man vdi f7 dugc thay thé
fj. Gié it C la dnh za hing duge dinh nghia bdi (3.11), trong dé C C Y la nén 16,
dong, chinh thuong vdi intC # () va cho € e intC. Gid st thém rang

(i) Ay la dnh za lien tuc cd gid tri compact;

(ii)  m? la dnh zq lien tuc tren C* x T x K x K, ¢ d6

Ct={y eCt <y e>=1}.
Khi dé, S7 la lien tuc tai to.
Chitng minh. Tuwong tuy nhu Hé qua 3.12. U
Nhan xét 3.5. Trong dieu kién (ii) cia Hé qud 3.5, cdc gid thiét ve tinh lién tuc dugc
ap dung truc tiép trén F. Trong khi & diéu kien (ii) cia Hé qud 3.14, cdc gid thiét ve
tinh lién tuc dude yéu cau théa man trén ham vo hudng héa m? cia F. Day chinh la
su khdc biét gitta Hé quad 3.5 va Hé qua 3.14.
Vi du 3.3. Xét bai toin (P}) véi T = [~4/5,-2/3] € R, K = [~1/2,1/2] CR,Y =
R,C =Ry, Ag(t,x) = Ay(t,2) = K = [-1/2,1/2]. Méi (t,z,n) € T x K x K, ta dinh
nghia
F(t,z,n) = {s(t,z,n)} U[4,7] C R,

trong dé, s(t,x,n) dudc cho nhi trong Vi du 3.1. Ta thdy, dnh za F + C ¢6 qgid tri 1oi.
Ta chitng minh riang Hé qud 3.14 ¢6 thé duge dp dung, vdi j = 1. Thuc vay, laye =1 €
intC, ta théy ring C* = {1}. Cho y* € C* = {1}, va vdi méi (t,x,n) € T x K x K,

1/, % : * .
m (y*,t,x,n) = inf <y ',y>= inf = s(t,xz,n).
(y " yeF (t,z,n) vy yEF (t,2,m) Y ( "

Do dé, m' la lien tuc trén CrxTxKxK.
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Ta co

§l(t,x,n) = sup ml(y*,t,x,n) = s(t,x,n).
y*€5+

Do dinh nghia

Ft,z)y= sup 5'(t,,7);
nel=1/2,1/2]

nén ta thay ham ?1 chinh la ham f, dugc dinh nghia trong Vi du 3.1. Do dé, vdi moi
t € T, tap nghiém S*(t) cia bai toan (P}) trong Vi du 3.3 la [0,1/2]. T nhiing lap luan
trong vi du nay, ta thay rang ton tai mot ham g : T x K x K — R lién tuc sao cho cdc
diéu kién (i1); va (i1)y ciia Dinh I 3.1 dugc théa man vdi moi diém to € domS* = T
va moi diém xq € S'(ty). Do do, do Heé qud 3.14, dnh xa nghiem S* trong vi du ciia
ching ta la lién tuc trén T.

Tiép theo ta thay ring bai todn (P}), duge way dung nhu trong Vi du 3.3, cé thé
dugc hiéu nhu bai toan (P)): Tim mot diem x € K = [~1/2,1/2] sao cho, vdi moi
ne kK, Ftzn) ¢ —intC', ¢ do C" = -R, CY =R. Day la dang bai todn da dugc
nghién citu trong [8], [18]. Mot cau héi ty nhién dugc dat ra la, két qud veé tinh lién
tuc clia bai todn (P,) cé thé duoc thiét lap bdi phuong phdp vo hudng héa tuyén tinh
ciia [8],[18], hay khong? Cau trd loi la khong thé. Thuc vay, trong truong hop nay,
CH*\{0} ={N€R: X\ <0}, va do do, méi A € C'*+\ {0},

Sa(t) :={z € [-1/2,1/2] : \F(t,z,n) & —intRy,¥n € [—-1/2,1/2]}

={x € [-1/2,1/2]: F(t,z,n) ¢ intR,,Vn € [-1/2,1/2]}

={xe[-1/2,1/2]: F(t,xz,n) N =R,y # 0,Yn € [-1/2,1/2]}

=S} =10,1/2].
Mot trong nhiing doi héi ciia phuong phdp vo hudng héa tuyén tinh trong [8],[18] (zem
dieu kien (iii) cia Dinh ly 3.2 trong [18] va diéu kién (iv) cia Dinh lij 4.1 cia [8]) la,
moi A € C't\ {0}, va mdi diém (t,x) € T x K vdi x € K\ Sx(t) = [~1/2,0], ton tai
z' € Sy(t) =1[0,1/2] sao cho

F(t,z,2)+ F(t,z',z) + B(0, |z —z|) ¢ =C" = Ry, (3.16)
¢ dé, B(0, |z' —x|) la ky hieu ciia hinh cau md, ban kinh |2’ — x| tam tei goc ciia Y = R.
R6 rang, néu (3.16) dugc théa man thi

s(t,x,x) + s(t,x,xz) — |z — x| >0.
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Nhung nhu ching ta thay trong Vi du 3.1, dieu nay la khong thé. Do dé, phuong
phdp vo hwdng héa tuyén tinh trong [8], [18] khong thé dp dung cho bai todn (P;), tic
la, két qud vé tinh lién tuc trong Vi du 3.3 khong thé nhan dugc ti [8], [18].

Két luan Chuong 3

No6i dung chinh ctia Chuong 3 la:

1. Trinh bay cac két qua vé su lién tuc clia &nh xa nghiém khong yéu ciia cac bai toan

bat ding thiic véc to Ky Fan suy rong (xem Dinh 1y 3.1 v& cac hé qua tuong ting).

2. Trinh bay mot s6 két qua veé sy lien tuc nghiém véi syt tham gia clia cdc hinh nén
d6i ngAu v6i hinh nén xuat phét ciia bai toan ban dau (xem Dinh 1y 3.2 va cac

hé qua).
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KET LUAN

Duya trén bai bao: “P. H. Sach, N. B. Minh (2013), Continuity of solution map-
pings in some parametric non-weak vector Ky Fan inequalities, J. Optim. Theory Appl.,
(57),1401 — 1418.”, (xem [22]) va nhiing kién thitc vé giai tich da tri, luan van da trinh
bay mot s6 két qua vé tinh lien tuc ctia anh xa nghiém khong yéu clia cac bai toan
bat ding thitc véc to Ky Fan suy rong, bang cach st dung phuong phap vo huéng hoéa
phi tuyén. Y tudng chinh ctia phuong phap la thay diéu kien (3.1) (hodc (3.2)) ctia bai
toan (P!) (hoac bai toan (P?)) bang cac diéu kien vo huéng tuong duong va dua viec
tim diéu kién da vé tinh lién tuc ctia anh xa nghiém ctia bai todn vé viéc tim céc diéu
kien dat tren cac ham f! (hodc f?). Lgi thé clia phuong phap nay la ¢ chd né tranh
duge cac gia thiét co ban trong phuong phap vo huéng hoa tuyén tinh 1 cac gia thiét
16i theo nén va tinh don diéu chiat ciia anh xa muc tiéu.

Déng gop clia tac gia luan van 1a tim duge mot s6 vi du méi dé minh hoa cho cac
két qua trén. Cu thé, Vi du 3.1 minh hoa cho B6 dé 3.1, Vi du 3.2 minh hoa cho Hé
qua 3.1, Vi du 3.3 minh hoa cho Hé qua 3.14.
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