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Mé& dau

Da dién Newton ciia mot da thic nhiéu bién 1& bao 16i clia tap cac s6 mil cla
cac don thic xuat hién trong da thitc véi he s6 khac khong.

Trong nhiéu van dé ctia Iy thuyét ky di va hinh hoc dai s6, da dién Newton déng
vai tro nhu mot mé rong ctia khai niem bac ciia da thitc, va chita rat nhiéu thong
tin hinh hoc, dai s6, t6 hgp va giai tich ctia hé phuong trinh da thic. Chinh vi vay,
v6i khai niem da dién Newton, nhiéu két qua quan trong ctia 1y thuyét ky di, hinh
hoc dai 6, Iy thuyét phuong trinh dao ham riéng ... da dugce thiét lap (xem [AGV]
ve cac ting dung cia da dién Newton trong 1y thuyét ky di, [Ko], [Kh] vé ting dung
ciia da dien Newton trong hinh hoc dai s6 va [GV] vé ting dung ctia da dién Newton
trong phuong trinh dao ham riéng).

Da dién Newton xac dinh khong chi cho cac da thic dé nghién ctu cac van dé
mang tinh toan cuc, né con duge xéc dinh cho cdc mam ham giai tich dé nghien
citu cac tinh chat to po ciia ham giai tich tai lan can diém ky di. Nhiéu bat bién to
po ciia diem ky di nhu sé Milnor, sé mil tiém can cta tich phan dao dong ... dugc
tinh thong qua da dién Newton ctia ham giai tich (xem [Ko| va [AGV] va danh muc
cac trich dan & cac tai lieu nay).

Ban luan an sit dung khai niem da dién Newton dé nghién ctu céc van dé sau
day:

1) Tim diéu kién dé mot da thitc n bién thuc khong am trén toan bo R”, bicu
dién duge dudi dang tong binh phuong ctia cac da thic;

2) Nghién cttu tinh d&dt chinh ctia bai toan t6i uu da thitc khong rang budc;

3) Nghién ctiu diéu kien ton tai bat dang thitc Lojasiewicz toan cuc clia mot da
thiic n bién thiyc va tinh toan cac s6 mi Lojasiewicz cho truong hop n = 2.

Céc van deé 1) va 2) dang 1a nhiing van dé thoi sy ctia T6i wu Da thitc. Céc bat
dang thitc Lojasiewicz toan cuc (d6i tugng nghién citu cia van dé 3)) duge nghien
cttu lan dau tién trong cong trinh ctia [DHT] va dang duge phét trién theo nhicu
khia canh khéc nhau, cd vé mit 1y thuyét [HNS], [DKL], [OR], 1an ting dung [Hal],
[DHP2].

Bang viéc st dung da dién Newton, luan an da dua ra mot cach tiép can hitu
hieu dé nghién cttu céc van dé trén, va dat duge nhitng van dé méi mé.

Luan an gom 4 chuong. Trong Chuong 1, da dien Newton dugc st dung dé cho
mot diéu kien di dé mot da thic 1a tong binh phuong clia cac da thiic khac. Két
qua nay mdé rong mot cach dang ké mot két qua gan day ctia J.B.Lasserre.

Trong chuong 2, st dung da dién Newton va diéu kién ciia A.G.Kouchnirenko
[Ko| vé tinh khong suy bién ctia mot da thiic ddi véi da dien Newton ctia no, ching
toi ching minh duge rang, trong khong gian tat ca cac da thic c6 da dien Newton
la tap con ctia mot da dien I' cho trude, ton tai mot tap nia dai s6 Ur, mé va tri
mat, sao cho néu f 14 mot da thitc bi chan duéi va f € Ur thi bai toan

Tinh inf f(x)

zER™

la dat chinh theo nghia ctia Zolezzi.



Cac Chuong 3 va 4 nghién cttu bat dang thiic Lojasiewicz toan cuc ctia mot da
thiic.

Trong Chuong 3, chiing toi dua ra mot tieu chuan méi ciia sy ton tai bat dang
thiic Lojasiewicz toan cuc. Khac véi tiu chuan da biét [DHT], & day, viec kiém tra
trong R” su ton tai ctia bat déng thic Lojasiewicz toan cuc duge dua vé viec kiém
tra sy ton tai clia né trén mot tap con dai s6, xac dinh mot cach don gidn va tu
nhién. Tiéu chuan méi nay mé dudsng cho viéc tng dung cac két qua co dién vé da
dién Newton (thuat todn tim khai trien Newton-Puiseux clia cac dudng cong dai
s6) va cac két qua tuong doi gan day (dieu kien khong suy bién ddi véi da dien
Newton ctia Kouchnirenko) dé tinh toan, danh gid s6 mil Lojasiewicz.

Chuong 4 xét truong hop n = 2. O day, cdc s6 mil Lojasiewicz clia bat déng
thiic Lojasiewicz toan cuc ciing nhu cac s mi lién quan, dudc tinh toan bang thuat
toan Newton-Puiseux. Dac biét, néu da thic hai bién 1a khong suy bién theo lugc
do Newton, thi cac s6 mil trong bat ding thitc Lojasiewicz toan cuc duge biéu dién
thong qua cac tinh chat hinh hoc ctia luge do Newton.



Chuong 1

Dieu kién di dé mot da thitc thuc 1a
tong binh phuong ciia cac da thic

Céc da thitc biéu dién duge dudi dang tong binh phuong ciia céc da thiic khac
déng vai tro quan trong trong nhiéu linh vuc khac nhau ctia toan hoc néi chung
va 1y thuyét tdi wu noi rieng. N6 cho phép ndi 16ng bai toan toi wu da thiic (noéi
chung deu thuoc loai NP-kho) vé mot bai todn quy hoach nita xac dinh [La], [Lal],
[La2]. Tuy nhién, cic diéu kieén don gidn dé nhan biét mot da thiic ¢ 13 mot tong
cac binh phuong hay khong van chua c6 nhiéu. Trong [La3], J.B.Lasserre da dua ra
mot diéu kien da dé mot da thic 1a tong binh phuong clia cac da thiic khac. Néu
ta phién dich diéu kién ctia J.B.Lasserre sang ngon tit cia da dién Newton, thi ta
thay rang, cac da thitc ma J.B.Lasserre nghién citu c6 da dién Newton 1a nhiing
don hinh co ban. Muc dich ctia chuong nay 1a md rong két qua ctia J.B.Lasserre cho
16p da thic véi da dien Newton bat ky. Chung toi sé chi ra rang, doi véi bai toan
biéu dién tong binh phuong, tap cac dinh hinh hoc ciia da dién Newton la chua du
dé nghién cttu bai toan. Do d6 ching t6i da mé rong tap cac dinh hinh hoc thanh
tap cac "dinh s6 hoc". N6i van tat, két qua ciia ching toi chi ra rang, néu viét da
thic f dudi dang

Z aox” + g(x

trong do, tong > ) Qo gom tat ca cac don thiic ting véi cac dinh s6 hoc V(f)

aeV(f
ctia da dién Newton, thl f 1a téng binh phuong néu cac hé s6 clia g(z) 14 di nho
0 v6i cac hé sd aq, a € V(f).

Noi dung chinh ciia Chuong nay dudc viét dua trén cong trinh ciia Van Doat

Dang and Thi Thao Nguyen, Sufficient Conditions for a real Polynomial to be
a Sum of Squares of Polynomials. Kodai J. Math., 39(2016), 253 — 275.

Dinh nghia 1.0.1. Da thic f € R[z] theo n bién dugc goi 14 khong am (viét tat
PSD) néu f(z) > 0,Vx € R™.

Dinh nghia 1.0.2. Da thitc f € R[z] theo n bién dugc goi 1a biéu dién tong binh
phuong (viét tat SOS) néu ton tai hitu han da thic p; € Rlz],i = 1,2,...,k sao

cho f(z) = S, p2Ae). Var € R
Cho f(x1,...,2,) = > fax® € Rlx] 1a da thiic theo n bién, bac 2d.

aeN?

it f(xo, x1,...,7,) —xodf( o 3R).
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Pinh nghia 1.0.3. Da thic f dudc goi 1a da thic thuan nhat héa cia f va cing
ducce goi la mot dang bac 2d.

Ménh deé 1.0.4. ([Ma1]) Cho f la da thic bac 2d. Khi do, f la PSD néu va chi
néu f la PSD; va f la SOS néu va chi néu f la SOS.
Cho f(x1,...,2,) = >, fax® € R[z] 1a da thic thuan nhat theo n bién, bac
|ar|=2d
2d.
bt supp(f) :={a € N": fo # 0}

Dinh nghia 1.0.5. Bao 16i cta tap supp(f) trong R" dugc goi 1a da dién Newton
cta f, ky hieu I'(f).

Trong [La3], J.B.Lasserre dua ra mot diéu kién dit dé mot da thitc thuan nhat n
bién, bac 2d c6 dang

f(z) = Z ;77" + Q(x),
i—1

1a mot tong binh phuong clia cac da thic, trong dé a; # 0,i = 1,...,n, va moi don
thic 224, = 1,...,n, khong xuat hién trong Q(z) véi he s6 khac khong. Khi do,
f1a SOS néu a; > 0 va "du 16n" so véi cac he s6 cia Q(z).

Chu ¥ rdng, trong truong hop nay, I'(f) 13 mot don hinh vé6i cac dinh ¢; =
(0,...,1,...,0),2':1,?...,n.

Trong truong hgp tong quat, da dien Newton ctia mot da thitc thuan nhat khong
nhat thiét 1a mot don hinh. Vi vay, dé thiét lap két qua tuong tu ctia J.B.Lasserre
cho da thic bat k¥, ching toi thay tap cac dinh ctia da dién bang tap cac "dinh s6
hoc". Ky hiéu

e V(f) la tap céc dinh cta da dién Newton I'(f);
o C(f)=T(f)nZzZ"

o A= {3+ 0) st er(f)n @) );

o V() = AN\ G5+ 0|5 # 150 € T(f) N (22)" )
e A:={a=(a1,a9,..,a,) €supp(f) : hodc f, < 0 hodic ton tai a; 18}.

Dinh nghia 1.0.6. ([Re2]) Tap hop U = {u',...,u™} dugc goi la khuon (frame-
work) néu u' = (uj,...,u,) € (2Z)", v6i uj > 0 va Y70 uj = 2d, v6i moi
i=1,...,m va s6 nguyén duong d.

Dinh nghia 1.0.7. ([Re2]) Cho U 1a mot khuon. Tap hitu han £ C Z" duge goi
1a U-trung binh néu L chita U, va véi moi v € L\U, v 1a trung binh cong ctia hai
diém chan phan biét trong L.

Dinh ly 1.0.8. (/Re2]) Cho U la khuon, khi dé ton tai tap U* la U-trung binh théa
man AU) = {5(s+1t):s,t €U} CU* C C(U) valUl* chita moi tap U-trung binh,
vdi C(U) la tap cac diém nguyén trong bao 107 ctia U.
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Dinh 1y 1.0.9. Cho f(x) = >,y far™ + 2 pen JaT™ + D ag@un) far® la da thic
thuan nhat n bién thuc, bac 2d, cé tap dinh V (f) C (2Z)", trong dé U la mot khuon
théa V(f) CU C V(f). Gid st cic diéeu sau théa man:

(i) o € U* vdi moi o € A,
(i) minuey fu 2 a1 fol-
Khi dé f 1o SOS.
Ky hie¢u R[z]s4 1 khong gian véc to cac da thiic thyce, n bién, bac khong vugt
qué 2d, véi co s6 chinh tac (z%) = {2* |a € N, |a| < 2d}.

Cho day s6 thuc y = (yo) ¢6 chi s6 duge danh s6 theo co sG chinh tic (z%), ta
xac dinh anh xa tuyén tinh L, : R[z]oyg — R

f = Zfal'a = Ly(f) = Zfayaa

va My(y) = (My(y)(«, 8)) 1a ma tran moment sinh béi (y, ), xac dinh

May)(c, B) i= Ly(@™P) = yars, @, B € N": Jal, 8] < d

Theo Nhan xét 2.2 [La3], My(y) la mia xac dinh duong, ki hieu My(y) = 0,
khi va chi khi L,(f?) > 0, v6i moi f € R[z];. Hon nita, f 1a SOS khi va chi khi
L,(f) >0, v6i moi y sao cho My(y) = 0.

Do vay, chiing minh Dinh 1y 1.0.9 dugc hoan thanh bang cach st dung Nhan xét
2.2 [La3] va Bo dé sau

B6 dé 1.0.10. Cho U la mot khuon va L la tap U-trung binh. Gid st day y = (ya)
sao cho My(y) = 0. Khi do

| Ly ()] < max L,(x"), vdimoi o € L.
uc

Hé qua 1.0.11. (Két qud cia Lasserre [La3]) Cho

n
2
= E a2deixid+ E an, " + E Ao x”
i=1

a€eA ag A a#2de;

la mot da thiic thuan nhat n bién thuc, bac 2d. Trong dé e; = (1,0,...,0),...,¢e, =
(0,...,0,1) la cdc véc to don vi trong R™.
Néu
min agge, > Z \fal,i=1,2,....mn

aceA

thi f la SOS.

Cac diem ciia tap U théa man diéu kién ctia Dinh 1y 1.0.9 ¢6 thé xem nhu I3 tap
cac dinh s6 hoc ctia T'(f).



Chuong 2

Tinh dat chinh ctia bai toan t6i vu da
thuc

Tinh dat chinh 1a mot trong nhiing tinh chdt mong mudén nhat khi ta nghién
cttu cac bai toan tdi wu. Véi bai toan dit chinh, nghiem téi wu luon ton tai va duy
nhat. Hon nita, néu day gia tri cia ham muc tiéu trén mot day diém hoi tu dén gia
tri toi wu, thi day diém ciing hoi tu dén diem ma tai d6 ham dat gia tri t6i wu. Mot
cach chinh xac, ta co

Dinh nghia 2.0.12. Cho X, A la cic khong gian metric. V6i mdi a € A c¢6 dinh,
fa: X — R la mot ham lién tuc. Bai todn

dugc goi 1a dat chinh theo Zolezzi néu
(i) Gia tri f: = inf,cx fo(z) 12 hitu han v& dat tai diém z, duy nhat ciia X;

(ii) V6i moi day a, € A, a, — a, gia tri f; : = infycx fo,(z) 1a hitu han va vé6i
moi day x, € X théa man f, (z,) — fi — 0, ta c6 x, = z,.

Trong [ILR], cac tac gia da ching minh duge tinh dit chinh cia nhiéu 16p cac
bai toan tdi wu. Dic biet, ho da chitng minh dudc rang, ton tai mot tap trit mat
trong khong gian cac bai toan téi uwu, sao cho moi bai toan thuoc tap nay 1a dit
chinh. Mot trong cidc hé qua ciia két qua nay 1a, hau hét cac bai toan qui hoach
toan phuong déu dit chinh.

Trong chuong nay, bang cach st dung da dién Newton va diéu kién khong suy
bién theo nghia Kouchnirenko, chting toi ching minh dudce rang, néu I' 1a mot da
dién thuan tién trong R", va Ar 1a khong gian cac da thic c6 da dién Newton 1a
tap con ctia I', luon ton tai mot tap nita dai so6 Ur, sao cho moi da thitc f bi chin
dudi va f thudc Ur thi bai toan

Tinh inf f(x)

zeR™

14 mot bai toan dit chinh theo Zolezzi. O day, s6 bién va bac ctia da thic 1a tuy .
Noi dung chinh ctia Chuong nay dudc viét dua trén cong trinh ciia Van Doat

Dang, Huy Vui Ha and Tien Son Pham, Well-posedness in unconstrained

Polynomial Optimization Problems. STAM J. Optim., 26(3)(2016), 1411 — 1428.



Cho f = > cyn fax® 1a da thic n bién. Nhic lai rang supp(f) la tap tat ca
a € N” sao cho f, # 0.

Bén canh khai niem da dién Newton ctia mot da thic f, dé nghién ctu céac tinh
chat hinh hoc va giai tich ctia da thic tai vo han, ta can thém khai niém sau.

Dinh nghia 2.0.13. Bao 16i cia tap supp(f)U{0} dugc goi 1a da dién Newton tai
v0 han cia f va ky hieu ['*°(f).
°(f) goi 1a thuan tién néu né cit moi truc toa do tai cac diem khéac gdc toa
do.
Da thiic f goi 1a thudn tién néu I'°(f) thuan tien.

Ta goi bién Newton tai vo han cia f, ky higu I'(f), duge xac dinh béi hop cac
mit ctia I'°°(f) ma khong chita gbc toa do 0 trong R™.
V6i moi mat A cta I'o(f), dat fa =D ,cn fax®

Dinh nghia 2.0.14. [Ko, Kh| Da thiic f dugc goi 1a khong suy bién tai vo han theo
Kouchnirenko (n6i tat 1a khong suy bién tai vé han) néu va chi néu véi moi mat A
ciia ' (f), hé phuong trinh

%(gj)_..._ Ofa
0x1 B - Oz,

khong c6 nghiém trong (R \ {0})".

(x) =0

Trong chuong nay, ching to6i luon ky hieu I' C R”} la da dién véi tap dinh la cac
diém c6 toa do nguyén trong Z". Va luon gia stt T’ 1a thuan tien, nghia 1a né cat
moi truc toa do tai cac diém khéc gdc.

V6i moi da dién I' thuan tién, dat

Ar = {f eR[z] : I™(f) €'k
:= tap cac dinh cua I';
= I'NZ} = tap cac diém nguyeén trong I';

2 a <

= #C = sb cac diém nguyén ctia tap C.

Dinh 1y 2.0.15. Cho da dién T' thuan tien. Khi dé ton tai tap nia dai s6, md va
tru mat Uy C Ar (= RY) sao cho vdi moi f = Y ace Jar® € Ur va f bi chan dudi
tréen R", cdc diéu sau théa man:

(i) f c6 duy nhat mot diém cuc tiéu ¥ € R™;

(i) Ton tai € > 0 sao cho véi moi u := (ua) € RN, ||u|| < €, cdc diéu kién sau
luon thoa man:
1l) Da thic f, .= f + Uar® € Ar ¢6 duy nhat diem cuc tiéu ° € R™;

acC ) u
X) a thiac f, cht co cac iém tdi han khong suy bién va cde gid tri tdi han
i2) Da thitc f, chi ¢6 cie diém t6i han khong suy b gid tri tdi h
la phan biet; hon nita, Hessian V2 f,(x%) cia f, tai z} la zdc dinh duong;

(ii3) iS”w tu’o’ng*zi’ng iu eRY : Jju|| < e} = R™ uws x*, la dnh va gidi tich vdi
imy, o2} = a*;



(iif) Vi moi x, € R", néu lim, o[ fu(x,) —inficre fu(x)] = 0, thi lim, oz, =
x*.

Nou riéng, bav toan

Tinh inf f(z)

TeR”
la dat chinh theo Zolezzi.
Chiing minh Dinh 13 2.0.15 dudc suy ra tit cac Bo de.

B6 dé 2.0.16. ([HP]) Cho F: X x P —Y la dnh za nita dai s6 lop C™ gitta cic
da tap niia dai s6. Néuy € Y la gid tri chinh quy cia F, thi ton tai tap nia dai so
Y. trong P c6 chiéu lon nhat bang dim P — 1, sao cho vdi méip € P\ X, y la gia
tri chinh quy cia dnh za F,: X =Y, 2 — F(z,p).

Bo dé 2.0.17. Gid st da dién T la thuan tién. Khi dé ton tai tap nva dai s6, md
va tris mat Cr C Ar, sao cho vdi moi f € Cr, f chi c6 cic diém tdi han khong suy
bién va cdc gid tri tdi han la phan biét.

Bo dé 2.0.18. Tap Dr := {f € Ar : I'(f) C T va f khong suy bién tai vo han} la
tap nita dai so6 md va tru mat trong Ar.

Bé dé 2.0.19. Cho f € Dr la da thic bi chan dudi. Khi dé, vdi mdi mat A cia
I'o(f), ta c6 fa > 0 trén R™ va fa > 0 trén (R\ 0)".

Xét ham nita dai s6 Pr: R” — R xac dinh béi Pr(z) == > oy |29

Bo dé 2.0.20. Gid st da dién T la thuan tién va f € Dr la mot da thic b chan
dudi. Khi dé ton tai cdac hang so duong ci,ca, va T sao cho

aPr(z) < f(z) < cPr(z) wvdimoi xR |z|| >r
Nai riéng, f la coercive trén R" (tic la im0 f(2) = +00).

Diat Ur := Cr N Dr, trong d6 Cr va Dr 1a cac tap nia dai sd, mé va trit mat
trong Ar dugc xac dinh nhu trong cac Bo dé 2.0.17 va 2.0.18, tuong ting. Khi dé
Ur 1a tap nita dai s6, mé va tri1 mat trong Ar.

Bo dé 2.0.21. Cho I la mot da dién thuan tien, cho f la mot da thic bat ky thuoc
Ur. Khi dé, néu f bi chan dudi thi f dat cuc tiéu trén R™ tai diém duy nhat x*.

Bo dé 2.0.22. Cho da dién T la thuan tién va f € Ur la da thic bi chan dudi. Voi
moi u = (Ug)acc € RY, dat f, = f + Y ace Uat™ € Rz].

Khi dé, ton tai € > 0 sao cho vdi moi ||u|| < €, ta ¢é f, € Up. Hon nita, cic
khang dinh sau la ding:

(i) Ton tai cdc hang so duong ci,cs, va r sao cho
c1Pr(z) < fulr) < coPr(z), wvdéimoi xR || >r;
(i) fu la coercive;
(iii) f. cé diém cuc tiéu toan cuc duy nhdt x' € R";

8



(iv) f. chi cé cdc diém téi han khong suy bién va cdc gid tri tdi han phdn biét; hon
nita, Hessian V2 f,(x}) cia f, tai x¥ zdc dinh duong;

*

(v) Phép tuong ing {u € RY : ||lul]| < €} = R" u — 2%, zdc dinh mot dnh za
gidi tich vdi lim, o x’ = x*, trong dé =* la diém cuc tiéu toan cuc duy nhdt
cua f trén R"™.



Chuong 3

Bat dang thic Lojasiewicz toan cuc cta
ham da thuc

Cho f(x1,x2,..., ;) la mot ham giai tich trén tap compact U C R™,0 € U, véi
f(0) = 0. Khi dé bat dang thiic Lojasiewicz co dién [Lo] khang dinh ring, ton tai
hing s6 o > 0 va ¢ > 0 sao cho

|f(z)| > cdist(z, f~1(0))*, v6i moi x € U. (3.1)

Bat dang thiic nay dude thiét lap mot cach doc lap béi Hormander (1958, trudng
hop f 1a da thiic) va Lojasiewicz (1959, trudng hop f 1a ham gidi tich) dé giai quyét
mot bai toan quan trong trong 1y thuyét cac phuong trinh dao ham riéng, d6 1a bai
toan chia mot phan bd cho mot da thiic. Nhu moi ¥ tudng sau sic cuia toan hoc,
bat dang thiic nay tim dudc tng dung trong nhiéu van dé ctia cac linh vuc khac
nhau, tir gidi tich toan hoc, ly thuyét t6i uu, dén hinh hoc dai s6 va t0 po (xem
[BM], [Br], [Ha], [Hal], [Kur|, [KMP], [Te],...).

Trong bat dang thic (3.1), néu thay tap compact U bang toan bo R™ thi ndéi
chung bat dang thic kiéu nhu trén khong phai khi nao ciing ton tai. Hay néi céch
khéac, dang toan cuc ctia bat ding thic Lojasiewicz néi chung 1a khong ton tai.

Viéc nghién ctu bat ding thic Lojasiewicz toan cuc dude tién hanh lan dau tién
trong cong trinh [DHT], v& duge tiép tuc phat trién béi nhitng tac gid khac [DKL],
[HNS], [Hal]...

Trudce tién, ta nhac lai két qui sau day ctia [Hal].

Dinh 1y 3.0.23. Cho f la da thiic n bién, T°(f) la da dién Newton tai vo han
cia f. Gid st rang T°°(f) la thuan tien. Khi dé, néu f la khong suy bién theo
Kouchnirenko thi ton tai cdc hang s6 duong o, 3, ¢ sao cho

[f(@)]* + | f(2)]” > edist(z, f(0)),
voi mot x € R".

Vi tap cac da thic khong suy bién do6i v6i da dien Newton lap thanh mot tap mé
va trlit mat trong khong gian tat ca cac da thic c6 cing mot da dién Newton, nén
tir két qua trén ta thay rang, v6i hau hét cac da thic f c¢6 da dien Newton thuan
tien, bat dang thic Lojasiewicz toan cuc ludn ton tai déi véi f.

Chuong nay tap trung nghién citu bat dang thiic Lojasiewicz toan cuc clia da
thitc khong thoa man diéu kien khong suy bién.
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Trong [DHT], cic tac gid da dua ra mot tiéu chuan cho su ton tai ctia bat dang
thitc Lojasiewicz trén R” cho truong hop f 13 ham da thic. Tuy nhién, viéc kiem
tra tiéu chuan do 1a rat kho. . ,

Trong chuong nay, chiing toi dua ra mot tiéu chuan khac. Tiéu chuan méi nay
cho phép kiém tra si ton tai bat dang thic Lojasiewicz toan cuc clia da thic f mot
cach hitu hiéu hon hin.

Gia st f: R” — R la da thiic bac d c¢6 dang

fxr, ..., 2) = agr? 4+ a1 () + .. 4 ag(2)), (3.2)

trong d6 a;(z') 1a cac da thiic theo bién 2’ = (21,29, ...,2,_1), c6 bac khong vuot
0

qua i. Dat Vi = {z € R": /

ox,,

dugc xem nhu 1a tap kiém tra (testing set) su ton tai bat dang thitc Lojasiewicz
ciia f trén R". Ngoai ra cac s6 mil Lojasiewicz cling dugc khio sat trong chuong.

= 0}. Chiing t6i sé chiing t6 ring tap Vi c6 thé

0 day chiung toi danh gia cic s6 mii Lojasiewicz toan cuc ciia f thong qua cac so
mi Lojasiewicz ctia f trén V; va bac d cia no.

Noi dung ctia Chuong nay dugde viét dua theo cic Muc 2, 4 va mot phan Muc
3 cua bai bao Huy Vui Ha and Van Doat Dang, On the Global Lojasiewicz
inequality for polynomial functions. (34 pp)(accepted for publication in Annales
Polonici Mathematici.)

3.1 BAt dang thiic Lojasiewicz trén tap Vi
Truée hét, gia sit Vi 1a tap khac réng va khong chita trong tap f1(0).
Dinh nghia 3.1.1. Day {z*} Cc R", 2F — oo dugc goi la
i) Day logi mot ctia f néu f(z*) — 0, dist(z*, f~2(0)) > M > 0.
ii) Day logi hai ctia f néu | f(z¥)] < M < +oo, dist(2*, f71(0)) — +oo0.
iii) Day logi mot ciia f trén V] néu
{2} c Vi, f(aF) — 0, dist(z", £71(0)) > M > 0.
iv) Day loai hai ctia f trén V; néu
{z*} C Wi, (")) < M < +o0,dist(z*, f71(0)) — +o0.
Nhan xét: i) va ii) duge dinh nghia trong [DHT].
Meénh dé 3.1.2. Cdc phdt biéu sau la tuong duong
(i) Khong ton tai day loai mot cia f trén Vi;

(ii) Ton tai hang s6 duong § sao cho hodc tap {x € R™ : |f(z)| < 6} NV} bang
rong hodc ton tai hang so6 duong c va s6 hitu ti duong o sao cho

[f(@)] = edist(z, f~(0))",
vdi moi x € {x € R" : |f(x)] <5} NV

11



bat f*3 = infx€V1 |f(37)‘

Dinh 1y 3.1.3. (Bat dang thiic Lojasiewicz ciia f trén V)
Cdc phat biéu sau la tuong duong

(i) Khong ton tai cdc day logi mot va logi hai cia f trén Vi;
(ii) Cdc khang dinh sau la ding

(a) Néu f. > 0 va ham dist(x, f~1(0)) bi chan trén Vi thi vdi moi p > 0, ton tai
hang so ¢ > 0 sao cho

|f(z)| > cdist(z, f71(0))", vdi moi x € Vi;

(b) Néu f. > 0 va ham dist(z, f~1(0)) khong bj chan trén Vy thi ton tai hang so
¢ >0 va 6 hitu ti 8 > 0 sao cho

|f(z)] > edist(z, f710))?, vdi moi x € Vi;

(c) Néu f, = 0 va ham dist(z, f~1(0)) bi chdn trén Vi thi ton tai hing s6 ¢ > 0
va 6 hitu ti o > 0 sao cho

|f(z)| > cdist(z, f71(0))*, vdi moi x € Vi;
(d) Néu f. =0 va ham dist(x, f~1(0)) khong bi chan trén tap Vi thi ton tai hing
s6 ¢ > 0 va cdc s6 hiu ti duong o, 3 sao cho
|f(2)] > cmin{dist(x, f~(0))*, dist(z, f1(0))"},
voi mot x € V.

Cac s6 mit o v 3 trong bat déng thic Lojasiewicz ctia f trén V) xudt hien ti
hai bat déng thc:

e Ton tai ¢ > 0 va § > 0 du nhd sao cho
|f(2)] > edist(z, f71(0))" (3-3)
voi moi z € Vi, |f(x)| <.
e Ton tai ¢ > 0 va r > 0 du 16n sao cho
[f(2)] > edist(x, f71(0))" (3-4)
véi moi x € Wy, |f(z)] > r.
Ky hiéu
o Lo(V1) la inf clia tat ci cac s6 a > 0 dé bat dang thic (3.3) ding.
o L..(V1) 1a sup clia tat ca cac s6 8 > 0 dé bat dang thic (3.4) ding.

Cac 56 Lo(V1) va Loo(V1) dude goi tuong ting 1a s6 mi Lojasiewicz gan tap f~1(0)
va s6 mii Lojasiewicz wa tap f~1(0) ctia f trén V].
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3.2 Béat dang thitc Lojasiewicz toan cuc

Dinh ly 3.2.1. Gid sV, la tap rong hogc Vi C f~1(0). Khi dé, ton tai hing so
c > 0 sao cho
|f(z)| > cdist(x, f7H0))e, vdi moi x € R™.

Nhan xét: Dinh 1y trén 13 hé qué tryc tiép ctia Dinh 1y 2.1 trong [HNS].

Bé dé sau day la cong cu ky thuat chi yéu ctia Chuong 3 v Chuong 4. Ching
minh ctia né dya trén Bo dé Van der Corput - mot két qua kinh dién trong Ly
thuyét s6 giai tich.

Bo6 dé 3.2.2. Cho f(x) la da thic dang (3.2) va diem x = (2, x,) € R" x R,
x ¢ f7H0)U VL. Khi dé, ton tai diem x* = (2, x%) € R"1 x R théa man cdc dieu
kién sau

(i) z* € f710) U Vy;

(i) |f ()| < | f(2)];
(iii) || & — z* || < (2¢)[|ao|d!(d + 1)]a| f(z)|2, trong dé e = lim (1 + %) .
Dinh ly 3.%.3. (Bat dang thiic Lojasiewicz toan cuc)
Cac phat biéu sau la tuong duong

(i) Khong ton tai cac day loai mot va loai hai cia f trén R™;

(ii) Ton tai cac hang s6 ¢ > 0,a > 0 va § > 0 sao cho

|f(2)| > cmin{dist(z, f~1(0))", dist(z, f(0))"},
vdi mot x € R"™;

(iii) Khong ton tai cac day loai mot va loai hai cia f trén Vi;
(iv) Céc khang dinh sau la ding

(a) Néu f. > 0 va ham dist(z, f~1(0)) bi chan tréen Vi, khi dé ton tai hing so
¢ > 0 sao cho

|f(z)| > cdist(x, f7H0)), vdi moi x € R™;

(b) Néu f. > 0 va ham dist(z, f~1(0)) khong bi chdn trén Vi, khi dé ton tai hdng
s6 ¢ > 0 sao cho

[f(z)] > emin{dist(z, f~1(0))*>"), dist(z, f1(0))"},
vdr mot x € R™;

(¢) Néu f. = 0 va ham dist(x, f~1(0)) bj chan trén Vi, khi dé ton tai hing so
¢ >0 sao cho

|f(z)| > emin{dist(z, f~1(0))“"), dist(z, £71(0))"},
vor moi x € R";
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(d) Néu f. =0 va ham dist(x, f~1(0)) khong bj chan trén Vi, khi dé ton tai hing
so ¢ >0 sao cho

|f(2)| > cmin{dist(z, f(0)*"), dist(x, f7(0))*~"), dist(x, f1(0))"},
vdi moi x € R™.
B dé 3.2.4. Gid st ton tai cic hdng s6 co > 0 va p1 >0, ..., ps > 0 sao cho
|f(z)| > comin{dist(z, f1(0))",i=1,...,s}, (3.5)
vdi moi x € Vi. Khi dé, ton tai hing so ¢ > 0 sao cho
|f(2)| > cmin{dist(z, f1(0))", dist(z, f 10 i=1,...,s}, (3.6)

voi mot x € R".

3.3 S6 mil cia bat dang thic Lojasiewicz

Ky hiéu
Lo(f) : = inf{a>0:3c> 0,0 >0 sao cho
[f(2)] = edist(z, [(0)), Yz € R", |f(x)| < 0};
Loo(f) = sup{f>0:dec>0,r >0 sao cho

|[f(2)| > edist(w, f71(0))", Vo € R", | f(x)] = 7}

Dinh nghia 3.3.1. ([Hal]). Cac s6 Lo(f) va Ls(f) duge goi tuong ting 1a s6 mi
Lojasiewicz gan tap f~1(0) va s6 ma Lojasiewicz za tap f~1(0) cia f.

Q. = {2 € R" : dist(x, f1(0)) < 1},
Qy: = {z € R": dist(z, f1(0)) > 1}.

L(f,): =inf{p>0:3c>0,|f(z)] > cdist(z, f1(0))", Vo € O},
L(f,Q): =sup{p>0:3c>0,|f(z)| > cdist(z, f1(0))", Vo € Q}.
Meénh dé 3.3.2. Gid st f khong cé cic day loai mot va day logi hai. Khi dé
i) Lo(f) = L(f,$);
i) Loo(f) = L(f, ).
B6 dé 3.3.3. Ta 6
(i) Loo(f) < min{Loo(V1), d};
(i) Lo(f) = Lo(V1).
Bay gio xét cac truong hop (a) — (d) nhu trong (iv) ctia Dinh 1y 3.2.3.
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Meénh dé 3.3.4. Gid st f khong c6 cac day loai mot va logi hai trén Vi, khi dé cdc
khang dinh sau luon ding:
Truong hop (a): Néu f. > 0 va ham dist(z, f~2(0)) bi chan tren Vi ta co
Lo(V1) < Lo(f) < d va Loo(f) = d;
Truong hop (b): Néu f. > 0 va ham dist(x, f~1(0)) khong bi chan trén Vi ta cé
Lo(V1) < Lo(f) < max{Loo(V1),d} va Loo(f) = min{Lso(V1), d};
Truong hop (c): Néu f, = 0 va ham dist(x, f~1(0)) bi chan trén Vi ta cé
(i) Néu Lo(V1) > d thi Lo(f) = d va Lo(f) = Lo(VA).
(i1) Néw Lo(Vi) < d thy Lo(Vi) < Lo(f) < d wa Lo(V1) < Loo(f) < d.
Truong hop (d):Néu f. =0 va ham dist(x, f~1(0)) khong bj chdn trén Vi ta cé
(i) Néu Lo(V1) < min{Leo(V1),d} thi
Lo(V1) < Lo(f) < max{Lec(V1),d} va Lo(Vi) £ Loo(f) < min{Lo(V1), d}.
(i) Néew min{L(V1),d} < Lo(V1) < max{L(V1),d} thi
Lo(V1) < Lo(f) € max{L(V1),d} va Loo(f) = min{L(V1), d}.
(iii) Néu Lo(Vi) > max{L(V1),d} thi

Lo(f) = Lo(V1) v Loo(f) = min{Le(V1), d}.
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Chuong 4

Bat dang thic Lojasiewicz ctia ham da
thitc trén R°

Tiép theo chuong 3, trong chuong nay ching t6i nghién citu bat dang thic
Lojasiewicz trong truong hgp f 1a da thic hai bién. Trudc hét, ching toi dua ra
mot phuong phap dé kiém tra su ton tai bat ding thic Lojasiewicz, sau dé tinh
toan s6 mi Lojasiewicz thong qua khai trién Puiseux ciia f va e Dac biét, ching

(Y
t6i nghién cttu bat ding thiic Lojasiewicz trong truong hop f 1a khong suy bién tai
vo han theo luge dd Newton ciia n6. Noi dung con lai ctia chuong cé thé duge gisi
thiéu mot cach van tat nhu sau: Trong [Ho|, Hormander da chiing minh réng, néu
f:R™ — R 1a mot da thic, khi d6 ton taicac hangsdéc > 0vapu > 0,4 > 0,4” >0

sao cho
|f(z)| > cdist(z, f~1(0)), véimoi x € R, ||z|| < 1;

N

va

"

(1+ ||z |f ()| > edist(x, F7H0)", v6i moi x € R, |jz|| > 1.
R0 rang, u chinh 1a s6 mit Lojasiewicz ciia f trong mién ||z|| < 1, vA nhan tit bén
trai (14 [|2||)* ciia bat déng thitc thit hai la can thiét dé kiém soat dang dieu ctia
ham khoang cach dist(z, f~1(0)) khi ||z|| dt 16n. Chiing t6i sé dua ra mot két qua
ciia bat dang thic trén, trong d6 gia tri s6 mi u/ dude cho v6i mot gia tri cu thé
khi n = 2.

Noi dung ctia Chuong nay dude viét chil yéu dua trén cac Muc 5, 6, 7 v mot
phan ctia Muc 3 ctia bai bAo Huy Vui Ha and Van Doat Dang, On the Global
Lojasiewicz inequality for polynomial functions. (34 pp)(accepted for publication in
Annales Polonici Mathematici.)

4.1 Kiém tra su ton tai bat dang thiic Lojasiewicz

4.1.1 Khai trién Puiseux

Xét f(x,y) 1a da thiic hai bién bac d ¢6 dang

f(x,y) = aoy’ + ar(z)y"" + - + ag(z). (4.1)
Khi d6, theo dinh 1y Puiseux [GV], f dugc phan tich thanh

d
fz,y) = ag H(y — Xj(z)),
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trong do
kj
k
= Z a;rxr, (4.2)
—00
khi |z| > 1, v6i k;, p 1a cac s6 nguyen.

Dinh nghia 4.1.1. M6i ham \;(z) xac dinh nhu trong (4.2) duge goi la chuoi
Puiseuz tai vo han cia f hoac nghiém Puiseux tai vo han ciua f. Nghiém Puiseux
A;(z) tai vo han ctia f duge goi 1a thuc néu tat ca céc he sd ajx 1a sd thue.

Dé xét quy tich thuc cua f(z,y) =0 v6i < 0, ta lay nghiem thyc Puiseux tai
vo han ctia f(z,y): = f(—z,y).

Gia st x > 0, ki hiéu tap cac nghiém Puiseux tai vo han ctia f va cua 0 lan
Y
) . o
lugt 14 P(f) = {\(x),..., A\a(z)} va 73(8?];) ={\(x),..., Aa1(2)}.
of - Of

Vi g € {f7 8_7 f
vo han cua g.

Xét 1) 1a chudi luy thita hitu ti va ¢6 dang ¥ (z) = bpx? + o(x”), |z| > 1, vdéi
by # 0. Khi d6, s mi p duge goi 1a bdc ciia v tai v han va ta ki hieu béi v((z)).

: a—}, ki hieu Pg(g) la tap tat ca cac nghiem Puiseux thuc tai
Y

4.1.2 Phuong phap kiém tra

Theo dinh 1y 3.2.3, dé kiém tra sy ton tai ctia bat déng thiic Lojasiewicz toan
cuc, ta phai kiem tra ring cac diy loai mot va loai hai ctia f trén V; la khong ton
tal.

Meénh dé 4.1.2. Hai khing dinh sau la tuong duong
(i) Khong ton tai cic day logi mot (x*,y%) cia f tren Vi N {z > 0};

(i) Khong ton tai M(z) € PR(af

8y) sao cho
v(f(z, \))) <0 va Agl);?f)v(X(x) — Az)) > 0.

Meénh dé 4.1.3. Hai khang dinh sau la tuong duong
(i) Khong ton tai cic day loai hai (x*,y*) cia f trén Vi N {x > 0};

(i) Khong ton tai M(z) € PR(gy) sao cho
v(f(z, \x))) <0 va Agl)ir(lf)v@(x) — A(z)) > 0.

Meénh dé 4.1.4. Hai khing dinh sau la tuong duong
(i) f. = inf ey, | (2, 9)] > 0
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(i) f~1(0) N (8—f) B (0) = 0 va khong ton tai M(z) € PR(—f) U Pr( f)
Jy ' dy Jy
sao cho: of
v(f(z, M) <0 néu Az) € PR(@y)
. Y
v(f(z, \Mx)) <0 néu A(x) € PR(a—y).
Meénh dé 4.1.5. Hai khang dinh sau la tuong duong
(i) Ham dist(z, f~1(0)) khong bi chan trén tap Vi;
o of of
(ii) Ton tai A(x) € PR(ay) U PR(ay) sao cho
min  {v(A(x) — A(2))} > 0 néu \(z) € P (g)
A@)EPR() Soy”
: ~ _ of
min _ {v(A(z) — A(z))} > 0 néu A\(z) € Pr(=>).
Az)ePr(f) dy

Tuong tu, thay thé f(x,y), Pr(f) va PR(g

o) tuong ting b flz,y) = f(—z,y),
y

— of \ )
Pr(f) va PR(a—f) trong cac Ménh de 4.1.2 va 4.1.3, ta thu dugc tiéu chuan cho viéc
Y

khong ton tai céc day loai mot va loai hai (2%, y*) ciia f tren Vi N {x < 0}.

g—g) va N(x) € Pr(f). Dat

Vi: ={(z,y) €eR?:2 >0,y = Mz)}.
Khi dé dist((z, Mz)), V3) =< 2?C@-A0) phi > 1.

Tiic la, ton tai cdc hing s6 ¢; > 0 va co > 0 sao cho cdc bat dang thic sau luon
ding

Bo dé 4.1.6. Cho () € Pg(

e NI < dist((x, X)), Va) < ez i 3> 1

4.2 Tinh s6 mu Lojasiewicz

4.2.1 Tinh s mi Ly(1})

Dat
Looo(V1) @+ = inf{p>0:3c,dr >0 sao cho
[f(z.y)| > edist((w,y), f(0))",Y(z,y) € Vi, |2] >, | f(z,y)] < 6};
Loo(Vi) = = inf{p >0:3e,d,r > 0 sao cho
[f(z,y) = edist((z,y), f(0)"Y(z,y) € Vi, |z < 7| f(z,9)] < 6}
Khi dé

Lo(V1) = max{Lo 0 (V1), Loo(V1)}.
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Meénh dé 4.2.1. Néu khong c6 cic day loai mot ciia f trén Vi thi cdc s6 Lo oo(V1),
of

Loo(V1) duoc tinh todn thong qua khai trién Puiseur ciia f va 90
Y
4.2.2 Tinh s6 mi £, (V1)
Dat

LEW) ;= min{c;;a):xepR<§—§>,v<f<x,X<x>>>0};

o af
LoV1) = min{L_(\): € PR(a—]yC),v(f(x,)\(x)) > 0}.
Ménh dé 4.2.2. Néu khong cé day loai hai ctia f trén Vi thi Loo(V1) > 0 va

Loo(Vi) = min{L(V1), L, (V1)}-

4.2.3 Tinh s6 ma Ly(f)

Dat
Lo(f) : = inf{p>0:3¢>0,0 >0 sao cho
f(2,y)| > edist((x,y), F71(0))",¥(z,y) € R, | f(z,y)] < 6}
Looo(f) + = inf{p>0:3c¢>0,6 >0,7r >0 sao cho
(. y)| > edist((z,y), 71(0))",9(z,y) € R, x| > r,|f(z,y)| < 0}
Loo(f) : = inf{p>0:3¢>0,0>0,7r>0 sao cho
(2, y)| > edist((x,y), f71(0))",¥(x,y) € R? x| <7, |f(z,y)| < 0}
Khi do

Lo(f) = max{Lo(f), Loo(f)}-

Viec tinh s6 ma Ly o(f) duge dua trén cong viec ctia Kuo [Ku] va s6 mit Lo (f)
da tinh trong [HD].

4.2.4 Tinh sé mii L. (f)
Lay \i(z) € P(f) \ Pr(f)

Ai(x) = a1 4 -+ agq ™ a4 -

trong d6 ag; > ag > --- va agz € C.
Gid st ag, az, ...,as_1 € R vd ag ¢ R, khi d6 cac chudi

M) = g™ + -+ ag gz + cx®,
trong d6 ¢ ¢ R va ¢ 1a "generic" dugc goi 1a xdp xi thuc clia \i(x).
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Lay Ai(z), Aj(2) € P(f) \ Pr(f) va ky hicu
pij = V(N (2) = Af(2)).

Xét

/\gR(l') = alxoﬁ + -+ at_lxoétA + axli + O(ZUpij),

M) = ara®™ + - 4 agq @™ 4 b + o(zh).
Dat
)\]5(33) = a]_xal + e + at_lxat—l + Cxpij)

trong do c la "generic". Dat

e 1 : néu Pr(f) =10
D(Az]) - {minAePR(f)U()‘(x) — )\Z]%(:L‘)), néu PR(f) 7é 0 ’

v(f(z, X ()
DG

va L(AS): =

Meénh dé 4.2.3. Néu f khong co cic day loai mot va loai hai th
— i R\ . R
Loo(f) = mln{L(/\ij) : D<>‘ij) > 0},

trong dé A; va Aj la cac nghiém Puiseux tai vo han cia f va fovah, A € P(f)\
Pr(f) hodc i, Aj € P(f) \ Pr(f).

4.3 Da thiic khong suy bién tai vé6 han
Xét f(x,y) la da thiic hai bién bac d ¢6 dang

fz,y) = agy’ + ar(@)y™ " + - + aa(z) = Z cijr'y’.
i+j<d

Dat supp(f): ={(4,7) : ¢i; # 0}, va goi la gid cia f va I'(f) = co(supp(f)) 1a bao
10i ciia supp(f).

Dinh nghia 4.3.1. T'(f) goi 1a da gidc Newton cia f.

Ky hi¢u OT'(f) 1a bién ctia T'(f) va o, 1a canh clia OT'(f) ma gan duong thang
L:={(i,j) € R*: i+ j = d} nhit.

Ky hiéu (@, bex) 1a dinh ctia I'(f) sao cho b = min{b : Ja sao cho (a,b) €
r(h)}

Xét 01,09, . ..,0, 1,0 la day cac canh ctia OL'( f) sao cho 01 = 0y, (A, bax) € 0%
vaaiﬂaiﬂ 7&@, 1= 1,...,k—1.

Dét 8OOF(f) = {0'1, 09,...,0k_1, O'k}.
Dinh nghia 4.3.2. Tap 0,.I'(f) dugc goi 1a phan chinh Newton tai vé han cia f.

V6i moi o € OI'(f), dat fo(x,y) =D

ol g
ij)eo Vgl Y-
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Dinh nghia 4.3.3. Da thtc f goi 1& khong suy bién theo phan chinh Newton tai
v0 han cia [ (viét tat, f khong suy bién tai vo han) néu véi moi o € I I'(f), he

%(I, y) = %(l‘, y) = 0 khong c6 nghiém trong (R \ 0)2.
x

dy

V6i méi o = [(al,bl), (CLQ,bQ)], trong do by > bQ, dat d(U) = by — by va U(U) =
az — ay

by — by’
Bb6 dé 4.3.4. Cdc phat biéu sau luon ding
(Z) d= d(O’l) + -+ d(O’k) + Dys;

(i1) 1 > v(oy) > v(og) > -+ > v(0og);

(11i) y = 0 la nghiém Puiseur tai vo han ctia f, vdi boi by,

(iv) Véi méii € {1,2,...,k}, ton tai chinh zdc d(o;) nghiém Puiseuz tai vo han
(dém cd boi), moi nghiem c6 dang y(x) = cx®) 4 o(z¥\%)), trong dé c la
nghiém khac khong cia da thic hy,(u) := f,,(1,u);

(v) Néu f la khong suy bién tai vo han, khi dé da thic h,,(u) khong cé nghiém
khac khong boi lon hon 1.
Bo dé 4.3.5. Gid st 0 I(f) = {o1,09,...,04}. Néu

of

8OOF(8_Z/) - {O-iv Oé? SR O-;cflv O';C, O-;chlv T 70';}7

thi vdi i >k, ta co v(o}) < v(oy).

2 ~ z SN a
BoO de 4.3.6. Gid st f la da thic khong suy bién tai vo han va A\ (x) € PR(a—f)
Y

6 dang N, (z) = ca"“) + o(x""%W)). Liy o; la canh cia OxT(f) néi cic diém
(a;_1,bi-1) va (a;, b;),i =1,2,..., k. Khi do, cic phdt biéu sau luon ding

(i) Néuio e {1,2,... k—1} th

o(f (e R (@) = 3 dlor)ulon) +
=1

> d(am)] V(i)

m=ig+1

k
> d(am)] V(i );

m=to+1

(ii) Néuig >k thy v(f(z, Niy(2))) = ass + biv(0],).
Dinh 1y 4.3.7. Cho f la da thic thudn tién va khong suy bién tai vo han, khi dé

(Z) hm(ac,y)é%;(m,y)—)oo ‘f(xa y)| = O
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(ii) Ton tai cdc hang so duong o, 3, ¢ sao cho
()| + [ f((@,9)|7 > edist((z,y), F(0)),
vdi moi (x,y) € R2.

Dinh 1y 4.3.8. Cho da thic f la thudn tién va khong suy bién tai vo han, khi do
cic 56 Looo(V1), Lo(V1), Loso(f) va Loo(f) duge biéu dién thong qua phan chinh

Newton tai vo han cia f.

4.4 Mot dang bat dang thic Hérmander

V6i ky hiéu nhu cac muc 4.1; 4.2; 4.3. Gia st tap P* dudi day la khac rong

e OFpe OF o OF L 0F
=P uPLEh U R UG
trong 6 f(z,y) = f(—=,y);
Pi(G) = (e Pa(3l): ol X)) <0 min o(R(a) ~ A(w)) = 0
T - |
PLG) = (R Pa(3) s o/ X@) 0w min o(R(a) — Ae) > 0}
PG = ey vFw A @) <0 min v(3w) - Aw) 2 0
Pl - el T @) <0 min () - > 03
Lay \ € P*, dat
B v(f(z, Mz))) néu XGPO(gJyC)UP* (85)
V= O o Of
v(f(x,A\(z))) néu A\ € Po(ay) UP (8y)
(1 néu \ € Pm(g) va Pr(f) =10
| minacn {ol(R) = M@} néu T e Pe(z) va Prlf) £ 0
D(\) =< 7
| néu X € PR(Z—J;) v Pr(f) = 0

_ o OF _
\minAepR(f){U()\(x) — X))} néu X\ € PR(a—JyE) va Pr(f) # 0.



va dat B
v(f) = max ().
AEP*
Ro rang, v(f) > 0, vi P* # 0.
Dinh 1y 4.4.1. Cho da thic
f@,y) = apy” + ar(x)y™ "' + - + aq(x),
trong dé d la bac cia f. Khi dé, ton tai p > 0 va ¢ > 0 sao cho
[F )l + 1 (@)l + A+ )1 (2,9)] > edist((x,y), £7(0)),

vdi moi (z,y) € R,
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Két luan

Trong luan an nay, ching toi da thu dudc nhitng két qua sau:

1) Dua ra mot diéu kién da dé mot da thitc khong am 13 tong binh phuong ciia
cac da thitc (Dinh 1y 1.0.9). Diéu kién nay phét biéu thong qua da dién Newton
cua da thtc.

2) Chitng minh rang ton tai mot tap nia dai s6 md, triu mat trong khong gian
tat ca cac da thic c6 cing mot da dien Newton cho truée, sao cho néu mot da
thic thudc tap nay ma bi chan dudi, thi bai toan tim infimum toan cuc cta
da thic nay la dat chinh (Dinh 1y 2.0.17).

3) Dua ra mot tieu chuan mdi ctia sit ton tai bat dang thiic Lojasiewicz toan cuc
(Dinh 1y 3.2.3). Tiéu chuan nay cung cap mot thuat toan cho trusng hop hai
bién, kiém tra sy ton tai ctia bat dang thitc Lojasiewicz toan cuc (Ménh dé
4.1.2, 4.1.3).

4)

e Cho mot danh gia cac s6 mil Lojasiewicz thong qua bac clia da thitc va cac s6
mii khac, dé tinh toan hon (Meénh dé 3.3.4).

e Trong truong hgp hai bién: tinh toan mot cach tuong minh cic s6 mii Lo-
jasiewicz (Menh dé 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3); Chting minh réng, cac s mil Lojasiewicz
clia da thiic khong suy bién chi phu thuoc vao da gidc Newton ctia n6 (Dinh
Iy 4.3.8); Dua ra mot dang clia mot bat dang thitc ctia Hormander, trong dé
cac sO mii xuat hién véi nhitng gid tri cu thé (Dinh ly 4.4.1).
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