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A. CÁC MÔN CHUNG

1. Đại số hiện đại 
Yêu cầu chung: nghiên cứu sinh, đặc biệt là chuyên ngành toán lý thuyết, cần nắm vững các kiến thức cơ bản về đại số. Ngoài việc hiểu rõ các kết quả lý thuyết chính, nghiên cứu sinh cần phải thuần thục trong việc giải quyết các bài tập cơ bản.

I. Tập sắp thứ tự bộ phận và bổ đề Zorn.

II. Đại số tuyến tính nâng cao
1. Rút gọn ma trận, dạng chuẩn Jordan trên không gian vector phức và thực, mũ của một    ma trận và hệ phương trình vi phân tuyến tính.

2. Dạng song tuyến tính, dạng sesquilinear, dạng toàn phương, dạng Hermit.

3. Không gian Euclid:  toán tử đối xứng, toán tử trực giao và nhóm trực giao, định lý trục   chính, luật quán tính.

4. Không gian Hermit: toán tử tự phụ hợp (toán tử Hermit), toán tử unita và nhóm unita,  định lý phổ.

III. Lý thuyết nhóm
1. Các khái niệm cơ bản: định nghĩa và tính chất, đồng cấu nhóm, ảnh và hạch, nhóm abel.  Ví dụ về nhóm xyclic, nhị diện, đối xứng, ma trận, quaternion. Nhóm con, nhóm thương,  tâm hoá, chuẩn tắc hoá, nhóm con chuẩn tắc, định lý Lagrange, các định lý đẳng cấu.

2. Tác động của nhóm, định lý Cayley, công thức lớp, công thức đếm quĩ đạo Burnside và ứng dụng tổ hợp.

3.  Các định lý Sylow.

4. Nhóm đối xứng và nhóm thay phiên:  xích, phân tích xích, dấu của hoán vị, nhóm thay phiên, một số hệ sinh cơ bản của nhóm đối xứng và nhóm thay phiên. 

5. Nhóm abel hữu hạn sinh: tích trực tiếp, nhóm abel không phân tích được, định lý cấu trúc của nhóm abel hữu hạn sinh (phân tích nguyên sơ và phân tích theo nhân tử bất biến).

6.  Nhóm đơn, dãy hợp thành.

7.  Tích nửa trực tiếp.

8.  Nhóm tự do, nhóm cho bởi phần tử sinh và quan hệ. 
IV. Một số khái niệm cơ bản về vành và trường:
1. Các khái niệm và tính chất cơ bản của vành và đồng cấu vành, iđêan chính, iđêan nguyên tố, iđêan cực đại.

2. Trường và mở rộng trường.

3. Đặc số và trường nguyên tố. Mở rộng hữu hạn và mở rộng đại số, trường đóng đại số.
4. Trường hữu hạn
Tài liệu tham khảo chính
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[2].M. Artin: Algebra, 2nd Edition, Prentice-Hall, 1991, Prentice-Hall.
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[4].  Nguyễn Hữu Việt Hưng: Đại số đại cương, NXB Giáo dục, Hà Nội 1998.

[5].  S. Lang: Đại số I, NXB Đại học và THCN, Hà Nội 1974.

[6].  Ngô Việt Trung: Giáo trình đại số tuyến tính, Bộ sách cao học của Viện Toán học, Nhà xuất bản Đại học Quốc gia Hà Nội, 2001.

2. Giải tích thực 
I. Giải tích thực một biến và nhiều biến
1. Một số khái niệm tôpô cơ bản: không gian tôpô, tập đóng, tập mở, không gian Hausdorff, tập liên thong, tập compắc. Không gian metric.  

2. Dãy số và chuỗi số.

3. Tính liên tục: giới hạn của hàm số, hàm số liên tục, tính liên tục và tính compắc, tính liên tục và tính liên thông. 
4. Phép tính vi phân của hàm số thực một biến: đạo hàm, định lý giá trị trung bình, luật l’Hopital, định lý Taylor. 
5. Tích phân Riemann-Stieltjes. 

6. Dãy hàm và chuỗi hàm: hội tụ đều, hội tụ đều và tính liên tục, hội tụ đều và đạo hàm, hội tụ đều và tích phân.
7. Hàm số thực nhiều biến: đạo hàm, luật dây chuyền, định lý hàm ngược, định lý hàm ẩn.

8. Tích phân của dạng vi phân: tích phân của dạng vi phân, định lý Stokes. 

9. Tập lồi và hàm lồi
II. Độ đo và tích phân 
1. Cơ bản về lý thuyết độ đo: sigma-đại số, độ đo, độ đo ngoài, độ đo Borel trên đường thẳng thực. 
2. Tích phân: hàm đo được, tích phân của hàm không âm, tích phân của hàm giá trị phức, các phương thức hội tụ, độ đo tích, tích phân Lebesgue trên R^n.
Tài liệu tham khảo

[1]. Hoàng Tụy,  Hàm thực và Giải tích hàm. Nhà xuất bn ĐHQG, Hà Nội, 2003.

[2]. L. Hormander, Notions of convexity, Progress in Mathematics Vol. 127, Birkhäuser, 
         Basel, Berlin, Boston, 1994.
[3]. W. Rudin, Principles of mathematical analysis, McGraw Hill, New York, Singapore, 1991.  [4]. W. Rudin, Real and complex analysis, McGraw Hill, New York, Singapore, 1991. 

B. CÁC MÔN TỰ CHỌN
3. Hàm biến phức 

Chương 1. Hàm chỉnh hình

1. Khái niệm đạo hàm theo biến phức, hàm khả vi phức

2. Hàm chỉnh hình, mối quan hệ giữa tính khả vi và chỉnh hình

3. Điều kiện Cauchy-Riemann

4. Một số lớp hàm cơ bản.

Chương 2. Tích phân đường

1. Định nghĩa và tính chất cơ bản.

2. Định lý Cauchy. 

3. Công thức tích phân Cauchy.

4. Một số ứng dụng của Định lý Cauchy:

4.1. Hàm nguyên và Định lý Liouville.

4.2. Các định lý về sự tồn tại nguyên hàm, định lý Morera. 

4.3. Định lý cơ bản của đại số

 Các không điểm của hàm chỉnh hình

Chương 3. Chuỗi Taylor và chuỗi Laurent

1. Biểu diễn chuỗi Taylor của hàm chỉnh hình

2. Định lý môđun cực đại, cực tiểu

3. Điểm kỳ dị cô lập: Phân loại điểm kỳ dị cô lập, một số cách nhận biết

4. Định lý Casorati-Weierstrass

5. Chuỗi Laurent

6. Định lý về sự tồn tại duy nhất của biểu diễn chuỗi Laurent

7. Lý thuyết thặng dư: 

7.1 Định lý thặng dư.

7.2  Các phương pháp tính thặng dư

7.3 Ứng dụng của định lý thặng dư.

8. Nguyên lý Argument

8.1 Nguyên lý argument

8.2 Định lý ánh xạ mở

8.3 Định lý Rouché và một số ứng dụng

8.4 Nguyên lý mô đun cực đại

8.5 Bổ đề Schwarz

Chương 4.  Hàm điều hòa

1.  Định nghĩa và tính chất cơ bản của hàm điều hòa

2.  Phương trình Laplace

3.  Định lý giá trị trung bình

4.  Nguyên lý đối xứng Schwarz: tính đối xứng của hàm điều hòa, nguyên lý đối xứng Schwarz cho hàm điều hòa, hàm chỉnh hình

5.  Nguyên lý Harnack

6.  Bài toán Dirichlet

Tài liệu tham khảo

[1]. Hà Huy Khoái,  Giải tích phức,  Bài giảng cao học (sẽ in ở Tủ sách Toán cao cấp, Viện Toán học).

[2]. S. Lang,  Complex analysis, Springer

[3]. R. Remmert, Theory of complex functions, GTM v. 122, Springer

[4]. J.B. Conway, Functions of one complex variables, GTM v11, Springer

4. Giải tích hàm

I. Không gian Banach

1. Không gian tuyến tính định chuẩn và toán tử tuyến tính bị chặn, 

2. Mấy định lý cơ bản của giải tích hàm: định lý Baire về phạm trù, định lý ánh xạ mở, định lý đồ thị đóng, nguyên lý chặn đều, định lý Hahn-Banach.

3. Tôpô yếu và tô pô yếu *: khái niệm tô pô yếu và tô pôyếu *, tính compắc trong tôpô yếu * (định lý Alaoglu, định lý Krein-Milman).  

II. Không gian Hilbert:

1. Tích vô hướng và không gian Hilbert. Tính trực giao, hình chiếu, hệ trực chuẩn, hệ trực chuẩn đầy đủ, phương pháp trực giao hóa.

2. Toán tử tuyến tính trên không gian Hilbert.

3. Toán tử tự liên hợp.

4. Toán tử tuyến tính khả nghịch, toán tử chuẩn tắc, toán tử dương.

5. Toán tử compắc: khái niệm toán tử compắc, định lý phân tích phổ của toán tử compắc chuẩn tắc, toán tử Fredholm.  

6. Vết và toán tử Hilbert-Schmidt.

Tài liệu tham khảo

[1]  Hoàng Tụy, Hàm thực và Giải tích hàm. Nhà xuất bn ĐHQG, Hà Nội, 2003.

[2] K. Yosida, Functional Analysis, Springer, Berlin, 1980.
[3] W. Rudin, Functional Analysis, 2nd edition, McGraw-Hill, 1991.

[4] P.D. Lax, Functional Analysis, Wiley-Interscience, 2002.

[5] M. Reed and B. Simon, Method of Modern Mathematical Physics, Vol. I: Functional Analysis, Academic Press, 1980.

5. Toán rời rạc

Yêu cầu chung: Có hai phần nội dung chính nghiên cứu sinh cần nắm vững. 

Phần tổ hợp:  các khái niệm cơ bản như tập hợp, tập con, đa tập, tổ hợp, chỉnh hợp, hoán vị, phân hoạch của số tự nhiên;  các phương pháp đếm: các nguyên lý cơ bản, chứng minh song ánh, dùng hàm sinh. 

Phần đồ thị: các khái niệm và tính chất cơ bản của đồ thị: tính liên thông, đường đi, chu trình Euler, chu trình  Hamilton, đồ thị phẳng, cây;  một số thuật toán tối ưu như: tìm đường đi ngắn nhất, tìm cây bao trùm nhỏ nhất.

Các chương IV, V, IX, X, XI và XII là các chương nâng cao, giảng viên sẽ quyết định đưa kiến thức của các chương này vào dựa theo yêu cầu chuyên ngành của các NCS.

A. Tổ hợp 

I. 
Tổ hợp đếm cơ bản

1. Nguyên lý tính toán cơ bản 

2. Tập hợp. Chỉnh hợp, tổ hợp, hoán vị

3. Đa tập. Chỉnh hợp lặp, tổ hợp lặp, hoán vị với các thành phần giống nhau.
4. Một số đẳng thức tổ hợp

5. Các định lý về nhị thức và đa thức

6. Nguyên ký Dirichlet 
7. Nguyên lý bù trừ
8. Giới thiệu Phân hoạch của số tự nhiên

II. 
Tổ hợp của các hàm hữu hạn

1. Số Stirling loại hai

2. Hoán vị. Phân tích hoán vị thành các xích. Quỹ đạo và ổn định.
3. Số Stirling loại một

4. Định lý 12 cách lựa chọn

III.  
Hàm Sinh 

1. Chuỗi lũy thừa hình thức

2. Hàm sinh thường

3. Ứng dụng của hàm sinh thường

4. Hàm sinh mũ

5. Ứng dụng của hàm sinh mũ

6. Phương pháp đệ qui

Chuyên đề (có thể lựa chọn dạy hay không, tuỳ trường hợp)  
IV. * Tập có thứ  tự 
1. Tập có thứ tự : các định nghĩa và khái niệm cơ bản. Biểu đồ Hasse 
2. Ánh xạ giữa các tập có thứ tự 
3. Infimum và suprimum. 

4. Dàn. Một số dàn đặc biệt : dàn Boolean, dàn Young

5. Dàn con. Ideal và Lọc

6. Dàn phân phối. 

V. * Phương pháp đếm bằng công thức nghịch đảo 
1. Công thức nghịch đảo nhị thức 
 

2. Công thức nghịch đảo Stirling 
3. Công thức sàng

4. *Nghịch đảo Mobius 
 B. Đồ thị 
VI. Kiến thức cơ sở về đồ thị
2. Các khái niệm cơ bản: biểu diễn đồ thị, ma trận và đẳng cấu, một số dạng đồ thị đặc biệt

3. Đường đi, chu trình: tính liên thông, đồ thị hai phần
4. Đồ thị có hướng: định nghĩa, bậc, định hướng đồ thị
5. Đồ thị phẳng. Công thức Euler. Đặc trưng của đồ thị phẳng: giới thiệu Định lý Kuratowski
VII. Tính liên thong, đường đi và chu trình 
1. Tính liên thông. Các thành phần liên thông 

2. Khám phá theo chiều rộng

3. Khám phá theo chiều sâu. Tính liên thông mạnh, sắp xếp tô pô.

4. Chu trình Euler. Đặc trưng đồ thị Euler

5. Chu trình Hamilton. Bài toán Hamilton: điều kiện cần, điều kiện đủ. 
6. Bài toán tìm đường đi ngắn nhất. Thuật toán Dijkstra

VIII. Cây và khoảng cách
1. Các tính chất cơ bản của cây: Định lý, khoảng cách trong cây và đồ thị.

2. Cây nhị phân. Cây tìm kiếm nhị phân

3. Bài toán tối ưu: Cây bao trùm nhỏ nhất, thuật toán Prim và thuật toán Kruskal.

4. * Cây bao trùm và đếm: định lý Cây-ma trận. trên đồ thị vô hướng và trên đồ thị có hướng 

Chuyên đề (có thể lựa chọn dạy hay không, tuỳ trường hợp)  
IX. *Bài toán luồng trong mạng 
1. Mạng. Luồng trong mạng. Luồng cực đại

2. Cắt. Cắt cực tiểu

3. Định lý luồng cực đại – cắt cực tiểu 

4. Thuật toán Ford- Fulkerson tìm luồng cực đại trong mạng 

X. * Ghép cặp và nhân tử
1. Ghép cặp và phủ: ghép cặp cực đại, định lý Min-Max, điều kiện Hall, tập độc lập và phủ, tập thống trị

2. Ghép cặp trên đồ thị hai phần 
3. Ghép cặp trên đồ thị tổng quát

XI. * Lý thuyết Ramsey
1. Nguyên lý chuồng chim bồ câu

2. Định lý Ramsey

3. Số Ramsey

4. Một vài ứng dụng của lý thuyết Ramsey trên đồ thị

XII. * Matroid
1. Định nghĩa Matroid và ví dụ

2. Các khái niệm và tính chất của matroid

3. Matroid đối ngẫu

4. Minor của matroid và đồ thị phẳng

5. Đa thức Tutte

Tài liệu tham khảo
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[3] Diestel, R. Graph theory, Springer, New York 2000.
[4] Merris, R.  Combinatorics, Second Edition. Willey Interscience, A John Willey & Sons, Inc., Publishcation, 2003.

[5] Stanley, R. P. Enumerative combinatorics, Vol 1. Cambridge University Press, Cambridge, 1997.

[6] West, D. B. Introduction to Graph Theory, 2nd ed. Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 2000.

[7]. Ngô Đắc Tân. Lý thuyết tổ hợp và đồ thị, Tủ sách Viện Toán học. 2004
6. Lý thuyết tối ưu

I. Bài toán tối ưu và sự tồn tại nghiệm
1. Bài toán tối ưu trên không gian tôpô. Nghiệm toàn cục và nghiệm địa phương.

2. Một số ví dụ về bài toán tối ưu: bài toán quy hoạch toán học (quy hoạch toàn phương, quy hoạch nửa xác định dương, quy hoạch  d.c., tối ưu đơn điệu, tối ưu đa thức và tối ưu đa mục tiêu), bài toán biến phân, bài toán điều khiển tối ưu. 

3. Tồn tại nghiệm của bài toán tối ưu trên không gian tôpô compact (Định lý Weierstrass).  Tồn tại nghiệm của bài toán tối ưu trên tập không compact (điều kiện bức đối với bài toán tối ưu trên không gian định chuẩn hữu hạn chiều).

4. Tồn tại nghiệm xấp xỉ: nguyên lý biến phân Ekeland.

II.  Giải tích lồi và quy hoạch lồi 

1. Tập lồi  trong không gian hữu hạn chiều Rn: bao lồi, định lý Caratheodory, điểm cực biên, phần trong tương đối, nón lùi xa,  nón tiếp tuyến và nón pháp tuyến của tập lồi, định lý biểu diễn tập lồi đa diện qua một họ hữu hạn điểm và một họ hữu hạn hướng lùi xa, định lý tách các tập lồi.

2. Hàm lồi trong không gian Rn: tính liên tục, đạo hàm theo hướng, dưới vi phân của hàm lồi, định lý Moreau-Rockafellar về dưới vi phân của tổng hai hàm lồi, điều kiện đủ để hàm lồi thông qua đạo hàm cấp hai.

3. Điều kiện cần và đủ tối ưu cho bài toán quy hoạch lồi:

(i) Trường hợp ràng buộc hình học.

(ii) Trường hợp ràng buộc đẳng thức và bất đẳng thức: hàm Lagrange, định lý Karush-Kuhn-Tucker.

4.   Thuật toán dưới-gradient của N. Z. Shor cho bài toán quy hoạch lồi không có ràng buộc. 
III.  Quy hoạch tuyến tính

1.  Bài toán quy hoạch tuyến tính. 

2.  Lời giải cực biên.

3.  Giới thiệu phương pháp đơn hình. 

IV.  Quy hoạch phi tuyến trơn trong không gian hữu hạn chiều

1. Bài toán quy hoạch phi tuyến trơn không có ràng buộc. Điều kiện cần và đủ cực trị bậc nhất, bậc hai.

2. Bài toán quy hoạch phi tuyến trơn với ràng buộc hình học. Quy tắc Fermat.

3. Bài toán quy hoạch phi tuyến trơn với hữu hạn ràng buộc đẳng thức và bất đẳng thức..   hàm Lagrange, điều kiện chính quy, định lý Karush-Kuhn-Tucker.

4. Một số phương pháp giải: Phương pháp gradient, phương pháp Newton, phương pháp hàm phạt.

Chuyên đề (có thể lựa chọn dạy hay không, tuỳ trường hợp)
V.  Đối ngẫu Lagrange

1.  Bài toán đối ngẫu. 

2.  Đối ngẫu yếu và đối ngẫu mạnh.

VI.  Tối ưu không khả vi (trường hợp Lipschitz)
1.  Hàm Lipschitz địa phương trên không gian Banach. Đạo hàm theo hướng Clarke, dưới vi phân Clarke. Quy tắc tính toán.

2.  Nón tiếp tuyến Bouligand, nón tiếp tuyến Clarke, nón pháp tuyến Clarke. Các tính chất cơ bản.

3.  Bài toán quy hoạch Lipschitz. Điều kiện cực trị sử dụng dưới vi phân Clarke và nón pháp tuyến Clarke.

VII.  Phương pháp điểm trong

            1.  Phương pháp hàm chắn. 

2.  Phương pháp hàm chắn cho quy hoạch tuyến tính. 
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7. Toán học tính toán 

I. Phương trình đại số

1. Hệ phương trình đại số tuyến tính Ax = b

1.1 Phương pháp Gauss

1.2 Phương pháp gradient liên hợp (conjugate-gradient method)

1.3 Ứng dụng cho phương pháp bình phương tối thiểu

1.4 Hưởng sai số của A và b tới sai số của nghiệm x

2. Phương trình đại số f(x) = 0

2.1 Phương pháp Newton

2.2 Phương pháp Newton cải tiến

2.3 Ứng dụng cho bài toán tối ưu không có ràng buộc

II. Phương trình vi phân thường
1. Bài toán giá trị ban đầu (initial - value probems)

1.1 Phương pháp đơn bước (one – step methods): phương pháp Euler, Phương pháp

Runge-Kutta

1.2 Phương pháp nhiều bước (multistep methods)

2. Bài toán giá trị biên (boundary-value problems)

2.1 Phương pháp bắn đơn (simple shooting methods)

2.2 Phương pháp bắn nhiều lần (multiple shooting methods)
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8. Lý thuyết xác suất

Chương I: Một số khái niệm cơ bản của xác suất

1. Tiên đề của xác suất

2. Xác suất có điều kiện và tính độc lập

3. Biến ngẫu nhiên và một số phân bố quan trọng
Chương II: Các loại hội tụ của dãy biến ngẫu nhiên

I. Các khái niệm cơ bản

1. Không gian xác suất và biến ngẫu nhiên

2. Phân phối xác suất và hàm phân bố xác suất của biến ngẫu nhiên

3. Kỳ vọng, phương sai và các mô men của biến ngẫu nhiên

II. Các loại hội tụ của dãy biến ngẫu nhiên và liên hệ giữa chúng

1. Hội tụ hầu chắc chắn và hội tụ theo xác suất 

2. Tính khả tích đều của dãy biến ngẫu nhiên và hội tụ theo trung bình

3. Hội tụ theo phân phối, định nghĩa tương đương của hội tụ theo phân phối 

Chương III: Các định lý giới hạn cơ bản

1. Luật số lớn

2. Định lý giới hạn trung tâm
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9. Phương trình đạo hàm riêng

I. Phương trình cấp một

1. Phương trình transport, phương pháp đường đặc trưng.

2. Định lý Cauchy- Kovalevskaya.*

II. Phương trình Laplace và Poisson.

1. Nghiệm cơ bản, công thức biễu diễn tích phân của nghiệm.

2. Định lý giá trị trung bình, nguyên lý cực đại.

3. Bất đẳng thức Harnack.*

4. Đánh giá đạo hàm và tính giải tích của nghiệm.*

III. Phương trình nhiệt

1. Nghiệm cơ bản, công thức Poisson.

2. Phương pháp năng lượng. 
3. Nguyên lý cực đại.

4. Định lý giá trị trung bình.*

IV. Phương trình sóng 

1. Công thức nghiệm khi số chiều không gian là 1.

2. Phương pháp năng lượng, miền phụ thuộc.

V. Biến đổi Fourier, không gian Sobolev*

1. Các định lý cơ bản về chuỗi Fourier.

2. Phương pháp tách biến giải phương trình nhiệt và phương trình sóng.

3. Biến đổi Fourier.

4. Không gian Sobolev, khái niệm nghiệm yếu.

(Các phần có dấu * là tùy chọn)
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